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1. Zeitdiskrete lineare Systeme &

z-Transformation

1.1 Signale

Jt,: f(H)=0VE<t,
falls f (—t) rechtsseitig
endliche Dauer: falls sowohl links- als auch rechtsseitig

rechtsseitig:
linksseitig:

kausal: f®)=0 VvVit<oO

antikausal: f®)=0 Vve>0

absolut summierbar / stabil:

[oe]

Do Ml<e | i) de <o

quadratisch summierbar / endliche Energie:

> wr<e, [ yor <o

beschrénkt: dbe R : |f()|< b V¢t

Fur zeitdiskrete und , brave” kontinuierliche Funktionen:

absolut summierbar (stabil) » quadr.summ.— beschrankt

konjugiertes Signal: fel.1= fl—kl

Spezielle Signale

1, k=0
Kronecker-Delta: 8[k] = { 0, sonst
o L _ 1, k=0
Einheitsschritt: olk] { 0, sonst

1.2 Systeme
1) Menge von Variablen mit Konfigurationsraum
2) erlaubten Verhalten

Dynamisches System: Variablen als Funktionen der Zeit

linear: i) Konfigurationsraum ein Vektorraum
ii) erlaubte Verhalten Unterraum d. Vektorraums

zeitinvariant: kann Konfiguration beliebig verschieben
deterministisch: Ausgangssignal Funktion d. Eingangssignal

1.3 LTI-Systeme

LTI: linear time-invariant system / ,lineare Filter”

ul.] = zu[k](s[.—k], u(t) = fu(r)(?(t—r) dr

y[.]= Zu[k] hl.—k], y(t) = fu(‘r) h(t—1)dt

Eingangssignal Ausgangssignal | Begriindung

ol hl] Definition von hl[.]
0. — k] hl. — k] Zeitinvarianz
ulk] - 6[. — k] ulk] - h[. — k]
ul.] =3z ulk]o[. — k] | 30,z ulk]h[. — k] | Linearitiit (Superpositionsprinzip)

Linearitiit (Homogenitiit)

Satz 1.2: Kausales System, falls Stossantwort h kausal

Satz 1.3: BIBO-stabil iff Stossantwort h stabiles Signal

1.4 Faltung
()l = ) flklgln—k1= ) fln =kl glk]

(Fr® = [ 1@ gc-Ddr= [ fe-0) 9@ dr

f 9 I*g
1 rechtsseitig rechtsseitig rechtsseitig
2 kausal kausal kausal
3 irgend etwas von endlicher Dauer (wohldefiniert)
4 beschrinkt absolut summierbar beschrinkt
5 absolut summierbar absolut summierbar absolut summierbar
6 | quadratisch summierbar absolut summierbar quadratisch summierbar
7 | quadratisch summierbar | quadratisch summierbar (wohldefiniert)

1.5 formale z-Transformation

F= ) fliz™

k=—00

Zwei Interpretationsarten dieses Ausdrucks:
- formale z-Trafo: rein formaler Ausdruck ( z undefiniert)
- (analytische) z-Trafo: komplexwertige Funktion

Verschiebung nach links (,,frither”): Multipliziere mit z™
F(z)mod z = Y5, flk]l z7%

Kausaler Teil:

1.6 Inverse Signale & inverse Filter

G(z)inverszuF(z) : F(2)G(z)=1, fxg=96

Satz 1.6: Es seien g[.Jund h[.] inverszuf[.] , a+ =1
Dann ist auch das Signal a g[.]+ B h[.] invers zu f[.]
Folglich gibt es unendlich viele Inversen eines Signals.

Satz 1.7: Falls f[.] rechtsseitig und nicht Gberall Null, gibt es
genau ein rechtsseitiges zu f[.] inverses Signal.

Berechnen der (eindeutigen) Inversen

F(z) =z™(ap+a;z7t+-), G(z) =z7"(by + byz71 +--)

n= —-m, b, =1/a,
k-1
1
by = @ z Qi by
=0



Rechtsseitiges und linksseitiges Signal

i ) Riicktransformation eines Pols

6(2) = 1 _z
z “T1-azl' z-—a

Rechtsseitiges Signal ( stabil fur |a| < 1)
kK k=0
Kl = {a , k=
gk =10 | k<o
Linksseitiges Signal ( stabil fur || > 1)
0 , k=0
glk] = {—ak L k<O
ii ) Ricktransformation einer rationalen Funktion
1/F(2) : Polynomdivision liefert entsprechendes Signal

.. az™+ (niedrigere Ord.) _ a _m-n . .
Rechtsseitig: b 27 + (nicarigere 0rd) — b2 + (niedriger)

. L. a z™ + (héhere Ordnun a _ ..
Linksseitig: ( 9 _ & m-n 4 (hoher)

b z™ + (hohere Ordnung) b

1.7 Egalisation, Entfaltung, Entzerrung

ul.] W] £ yl] ol x[]

yl.I=ul.]l*hl.]+ w[]

Versuche durch Inverse, u[.] aus y[.] zu bestimmen:
H(z)G(z) =1
HZ) G(z) =zt

- Ansatz:
- Mit Verzégerung L = 0 :

i) Suche stabiles Inverses ( entweder links- oder rechtss.)
ii) Erzeuge kausales Schatzfilter G(z) durch Abschneiden:

G(z) =z7" G)r(z) mod z
HZ2) G(z) =zt+E()
Dabei entstehender Fehler:

E(z) = -(-2)7"

Decision-feedback equalizer (DFE)
Anwendbar, falls Signal nur diskrete Werte annimmt

Gy : Vorwarts-Filter, Gy, : Ruckwartsfilter

H(2) = H,(2) + 277 Hy(2)

L co
H,(2) = Z hlk] z7%, H,(2) = Z hlk] z7% zL+1
k=0

k=L+1

G,(2) = —H,(2), Gr(z) = z7" F(2) mod z
wobei F(z) ein stabiles inverses Filter zu H, (2) ist

1.8 Normalformen und Faltungsalgorithmen

Rational: Funktion ist ein Quotient von zwei Polynomen

Kausal:  Zahlergrad nicht héher als Nenner

apz™ + a;z" + -+ ay
zZ"+ b z" 1+ -+ by

H) = ap+ az7 .. +az " _
1+ bzt + -4+ byz7?

Reglungs-Normalform Beobachter-Normalform

A~ —
(a0 ) P 4

! U ¥ \») q

“ -

b ) { La) -0 (o C)—
/ Y N N

- - ‘
(~b) {2} ® s by 1

%) ¥ N

1.9 Potentzreihen & Laurentreihen

Absolute Konvergenz: Y.p_olck| < oo

Komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius:

[00]

17,1
C(x) = ch xk r=(}\l{im suplck|F>

k=0

Inverse Potenzreihe (konvergiert ausserhalb v. r)

o 1
B(x) = E by x7%, r = lim sup|b,|%
k=1 k—eo

Laurent-Reihen

[ee] [oe] [oe]

Alx) = Z a, x* = Za_kx_k+ Zakxk

k=—c0 k=1 k=0

Konvergiert in Kreisring: {x € C: 1y, < |x| <71y}
1 ER
r; = lim supla_g|x , T, = ( lim suplaklk)
k—>oo k—>oo

1.10 Die z-Transformation

F@= ) flz™*,  ROC(H) = < |21 <1)

k=—c0
ry von YL, flk] z7F, 1+ von YL, f[—k] 2"
Falls ROC leer, existiert die z-Transformierte nicht.

Jedes Signal f von endlicher Dauer besitzt ROC = C \ {0}

Satz 1.9: ROC enthalt Einheitskreis = f[.] ist stabil
f[.] stabil = Einheitskreis liegt in ROC (oder Rand)

Zeitverschiebung: H(z) = z™ F(z) -» ROC(h) = ROC(f)
Zeitumkehrung: H(z) = F(z™Y) - {1/7«2 < |zl < 1/r1 }

Anfangswert-Eigenschaft fiir kausale Signale

flol = 1

|z|>c0

l'm F(z)

Endwert-Eigenschaft fiir rationale rechtsseitige Signale

lim f[k] = Lllr} (z—1F(2)

k—oo

Satz 1.12 : Umkehrformel der z-Transformation

flk] =%f F(el) e dn



1.11 Rationale z-Transformation

Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form

agz"+a, 2"+ . +a,

F =
@) = ¥ b 2T ¥ . ¥ b,

kausal: Zahlergrad ist nicht hoher als der Nennergrad

Fz) = Zn Az 5 flz] = Z{rechtss., lpil <1

i=1Z —D; linkss., |p;| >1
F(2) ROC(f) fl
. 0. k<0
o> 1o m={% 130
Z—p
k
. - —p", k<0
0< |2 < [p| 1IK] 7{ s
Az A 0. k<0
R — B>l flk] = { 2/ A||p|* cos(Q + ). k>0
:Re(A) — Re(Ap) "
=2 "= . —2|. cos(Qk o), k<
22— 2:Re(p) + [p? |0 <z <lpl| f[K] :{ 0 (Al conteat2) :;j

f[.] ist stabil & ROC(f) enthalt den Einheitskreis

1.14 Spektrum von zeitdiskreten Signalen

F(e) = F(2) |,cpa = ) flk]e™t7¥
Spektrum = Transformierte auf Einheitskreis, 2m-periodisch

Satz 1.13: f[.] stabil - Spektrum wohldefiniert/konvergiert
¢ = f[—k] : Fourier-Koeffizienten des Spektrums F(e?)
fL1-F(2) = F(Z™Y) > Fé(e') = F(e'?)

Satz 1.14: Ein stabiles kompl. zeitdisk. Signal f[.] ist reell:
F(e%) = F(e™)

Spezialfall: Periodische Signale (r=1)
flk] = eik - F(e') =21 ¥, 86(Q — 0y — 27n)

2. Zeitdiskret & zeitkontinuierlich

2.1 Laplace- und Fourier-Transformation

Laplace-Transformierte eines zeitkontinuierlichen Signals

F(s) = fcof(t) e st dt

ROC(f) ={s€ C:r, <Re(s)<mn,}

rechtsseitig: ROC(f) ={s€ C:Re(s)>r}
linksseitig: ROC(f) ={s€ C:Re(s)<r}
stabil: ROC (f) enthélt die imaginére Achse

Satz 2.2: Ein rechtsseitiges Signal f(.) ist stabil iff
i) Zahlergrad nicht grosser als Nennergrad
ii) alle Pole von F(s) in offenen linken Halbebene

Satz 2.3: ROC(f) enthélt imaginare Achse = f(.) stabil
f(.) stabil = ROC (f) enthélt imag. Achse (od. Rand)

Fourier-Transformation: Laplace auf imagindrer Achse

F(iw) = fmf(t) e~lot gt

1 © )
@ = o f_ F(iw) e*t dw

Spektrum eines Signals = Fourier-Transformierte
Frequenzgang: Fourier-Transformierte der Stossantwort

Satz 2.4: komplexes zeitkont. Signal f(.) ist reell iff
F(—iw) = F(w)

Satz 2.5: Sei f(.) ein stabiles komplexes Signal mit

[I(s—a)
FO=¢ NGs—n)

f(.) ist reell, falls die Pole & Nullstellen entweder reell sind
oder in konjugiert komplexen Paaren auftreten.

2.2 Umwandlung zeitdiskret = zeitkont.

Allgemeiner Ansatz:

y(©) = ) xlk] h(t - KT)

kEZ

Bildung eines formal zeitkontinuierlichen Signals
%= ) xlk]6(t—kT)
k=—o0

- YO =xO*h®), V()= X(s)H(s)

Satz 2.6: Laplace-Transformierte von X(t)
X($) = X(@) | ,_psT, X(iw) = X(e*T)

Spektrum eines ,,formal zeitkontinuierlichen” Signals
entsprich dem periodischen Spektrum d. zeitdisk. Signals

Einsatz eines Tiefpasses als Filter
Unterdrlckung aller Perioden d. Spektrums ausser Grundperiode

L (1, ol <o _ sin(w,t)
nw ={o oS er s MO= 0
Spezialfall: W, = % (fc = % , W = 27ch)

1 sin(mt/T) _ 1 sinc(t/T)

h) =7 nt/T T

- y(T) = 2 x[n]

(Ubereinstimmung an Abtastzeitpunkten)

Halteglied als Filter

1, 0<t<T
h(t) = { 0, sonst



2.3 Abtastung

Ideale regelmdssige Abtastung mit Abtastperiode T
x;[k] =T x(kT — 1)

Satz 2.7: Die z-Transformierte des abgetasteten Signals

gkl =TgkT) » 6@ = ) 6

s:eST=z

oder dquivalent dazu (p,2 € R, In(p)/T € ROC(g))

Go(p ei?) = Z G(In(p)/T + i(2 + n2m)/T)

Fiir die Spektren gilt (falls sie existieren)
Gs(e@T) = z G(i( @ +n2m/T))
oder mit Abtastfrequenz fs = 1/T und w = 2nf,

Gy (e2m/15) = z G(i2n (f +nf))

Das Spektrum Gg(e?) (2 = wT) eines abgetasteten
Signals entspricht der Summe aller um ganzzahlige

Vielfache von 27” verschobenen Kopien von G (iw)

G(iw) Gy(e?)
N ﬂ\ N
-1 0 1 7

Frequenz abgetasteter Signale: 0 = wT = 2rnf/f;

)

;[i
fs

Satz 2.8: Nyquist-Shannon Abtasttheorem
Erflllt das Signal die Nyquist-Bedingung

Gliw) =0, |o] z% (G(ian) =0, If] 2%)

kann aus Abtastwerten gg[k] = Tg(kT) vollstandig
(ohne Aliasing) rekonstruieren (Abtastfrequenz f; = 1/T ):
. T
G(iw) = Gs(eT)  fir |o| < T
t—kT )

gt) = Zkg(kT) sinc (

2.4 Zeitdiskr. Filterung v. zeitkont. Signalen

Standard Signalverarbeitungssystem

ul(t) wlk] | w(t) ()
— gi(t) —— : hlk] At ()

x(t) = u(t) * g1(t)

ii) Abtastung: x,[k] =T x(kT)

iii) Diskrete Filterung: wlk] = x,[k] * h[k]

iv) Kontinuierlich machen:  y(t) = Y, wlk] g,(t — kT)

i) Filterung:

Satz 2.9: Falls sowohl G, (iw) & G,(iw) die Nyquist-
Bedingung erfiillen, ist das Gesamtsystem zeitinvariant mit
Frequenzgang G, (iw) H(e*T) G, (iw)

= dquivalent zu zeitkont. Filter mit Frequ.gang H(e'*T)

2.6 Dezimation, Interpolation &

Umrechnung der Abtastrate

Interpolation: Erhohung der Abtastfrequenz (ganzzahlig)
zero-stuffing: Einfiillen von n — 1 Nullen zwischen Werten

G,(2) =G(z") > G, (e") =G(e™)

danach spektrale Anteile ausserhalb |2| < 7 /n wegfiltern

— ™ hl]

Dezimation: Verringerung der Abtastfrequenz (ganzzahlig)

Satz 2.10: Dezimationssatz ~ gq4lk] = n g[nk]

. ity i(R+m2m)
@)= Y 6@, G =) G(e 7 )
zy:zy=z m=0
— h[] im » A

Wechsel der Abtastfrequenz
Wechsel um rationalen Faktor durch Kombination von
Interpolation und Dezimation

Satz 2.11: Es seien die folgenden drei Bedingungen erfillt:

-16,@2nf)| =0 fur |f| = fi/2
-1G,@2nf)l =0 fir |fl = fo/2
- Abtastratenkovention f; — f, erfolgt mit Zwischenrate
fi =nfi =mf, und mit |H(e)| = 0, min{%,Z} < |0 <
Dann ist das Gesamtsystem zeitinvariant mit Frequenzgang
1

G,(iw) Hy(e'°T) H(e!®Ts) H,(e!*™2)G,(iw), T;= 7

2.7 FIR-Filter und Fensterfunktionen

FIR-Filter: finite impulse response filter
IIR-Filter: infinite impuls response filter

Tiefpass

Idealer zeitdiskreter Tiefpass

H(el®) = { 1, lel< 0 _sin(Q:k)
“lo, n. <101’ Tk

Problem: Weder kausal noch stabiles Filter
Lésung: Abschneiden/Dampfen von Koeffizienten mit einer
Fensterfunktion h[k]w[k] - Faltung der Spektren

Kausaler Tiefpass

N1 Rl wik]
g[’”i] = 3 Rl win]

Verschiebung bewirkt Kausalitdat, Nenner erhalt Neutralitat



Fensterfunktionen

Rechteckfenster: nicht geeignet, sehr langsames Abklingen

(1, [kl<N/2
wik] = {0 k| <N/2

Hanning-Filter (raised-cosine window): Ordnung N

Loig (an) lk| < N/2
wik] = {7 (L Heos\g3)  kI=N/

0 , |kl > N/2

Bandpadsse
Frequenzselektive Filter mit Fensterfunktionen

Idealer Bandpass: 0 < (0, < (), <m

. 1, 0,< |0 <0
iny — 4 1 2
He )_{ 0, 1021< 0, oderQ,< |0|<m
sin(2,k) — sin(2k 2, — N
hik] = (02;k) (1)’ no] = 2%
k T
Kausaler Bandpass: |G(em)|n=91m2 =1
2

N hlk] wlk]
g [k +§] ~ IZpAlnlwln] e @2 2]

Linearer Phasengang

Fur FIR-Filter, die mit dieser Methode entworfen werden,
gilt im Durchlassbereich

, _iON N
Ge) ~ e =772 |,—ein

und somit eine reine Verzégerung um N/2 Zeiteinheiten.
Dies ist oft wiinschenswert und ein Hauptgrund fiir FIR

2.7 Zeitkont. & zeitdiskrete //R-Filter

1) Entwurf eines zeitkontinuierlichen Filters
2) Transformation in ein zeitdiskretes Filter

Butterworth-Filter der Ordnung N

1

HE) = e a—s/m0

. T
D =W elﬁ(Zk-FN—l)
c

3-dB-Frequenz: f, = w./2m

Fiir ein Filter mit Ordnung N gerade gilt:

N/2 1
H(s) =

3. DFT & FFT

/[ S S 2
k=11—2COS<W (2k+N—1))w—C+(—)

wC
Satz 2.12: Amplitudengang |H (iw)| gegeben durch

1
|H(w)|? = ———— 7
1+ (“’/wc)

Bilineare Transformation

G(2) = H(S) | 535

T1rz 1
G(e™) = H(iw) |w=3tan(ﬂ/2)
T

Satz 2.13: Abbildung z — s

21-2z71
s== ,
T1+2z71

_ 1+sT/2
21512

Frequenztransformation
wT 2 (0
2 =2tan?! <7> , w = —tan (—)

w tan(2/2)

w'  tan(Q'/2)

Zeitachse | Frequenzachse
Fourier-Transformation R R
Fourier-Reihe R mod 27 Z
zeitdiskrete Fourier-Transformation Z R mod 27
diskrete Fourier-Transformation (DFT) | Z mod N Z mod N

3.2 Die diskrete Fourier-Transformation

Sei a eine komplexe Zahl: aV =1; a®#1, 0<n<N

N-1
F@ =) fldz® = (FOLFILL, . fIN = 1)

N-1
Fln = F@) = ) flkla™"
k=0

Meistens wird ¢ = e®27/N

gewahlt:
F[n] = F(em) |.(2=211:n/N

DFT berechnet Abtastwerte F[n] des Spektrums von f. |

Transformation als Matrix: a”t =Nt
F0] al a? al .. al £10]
F[1] a® at a2 ... a~(N-1) f1]
F[2] —| a® a2 a™? . a~2N-1) . f12]
F[N. —1] (\.0 a~WN=1)  o=2N-1) r\’(‘V’i)(N’lj f[f\r; 1]

Satz 3.1: Die DFT ist invertierbar mit der Umkehrformel

Z F[n] a*®

=0

2=

N-1
flk] =
n
Satz 3.2: Sei N eine positive ganze Zahl, € C: N =1
N-1
n_ N fallsp =1
Z g { 0 sonst

n=0



Satz 3.3: Ein komplexer Vektor ist reell genau dann, wenn:

FI[N —n]l = F[n] ,

0<n<N ; F[0]= F[0]
( In zyklischer Notation mit i mod N: F[-n] = F[n] )

Berechnung mit Horner-Schema
F[n] = F(a@™) - nsetzen: f=a ™ =a¥™

Fln] = F(B™) = fl0] + B(fI1] + B(fI2] + )

DFT-Matrizen firN =4

F[0] 1111 £10]
( F1] \ _ ( 1 =i =1 i 1]
F[2] 1 -1 1 -1 f12]
\ F[3] / \ 1 i -1 —i f13]
110] 1 1 1 1 Fl0]
1] 1 1 i -1 —i F1]
f20 a4l .11 -1 F[2]
fI3] 1 —i -1 i F[3]

3.3 Aliasing in der Zeit

Reduktion der Exponenten in der formellen z-Trafo:

F(z) mod(z" —1) = Zf[k] z—(kmod N)
keZ
Satz 3.4: N positive ganze Zahl; a € C,a" =1
F(z) mod (z" = 1) |;=qn = F(a™)

Abtastung des Spektrums erzeugt Aliasing in der Zeit: An
Abtastwerten ist das Spektrum d. zeitdiskr. Signals f gleich
dem Spektrum (d.h. der DFT) des Vektors mit der formalen
z-Transformierten F(z) mod (z" — 1)

3.4 Zyklische Faltung

N-1

flkgln =1+ )" flklgIN +n k]

n
k=0 k=n+1

h[n] =

Satz 3.5: formale z-Trafo der zyklischen Faltung von f ® g

F(2)G(z) mod(z" — 1)

4. Wahrscheinlichkeitstheorie

4.2 Definition Wahrscheinlichkeitssystem

Definition 4.1 (Axiome von Kolmogorov). Ein Wahrscheinlichkeitssystem ist ein Tripel
(2., P), bestehend aus einer Menge 2, einer Menge € von Teilmengen von € und einer Funktion
P : £ — R. Die Menge £ muss eine Sigma-Algebra sein, d.h. es muss folgendes gelten:

El Qeé.

E2. Fiir jedes A € € ist auch die Komplementmenge A¢ EX9) \Ain €.

E3. Falls Ay, Ay, As, ...Elemente von & sind, ist auch Ay U A3 U A3U ... ein Element von £.
Die Funktion P muss ein Wahrscheinlichkeitsmass sein, d.h. es muss folgendes gelten:

P1. Fiir jedes A € £ gilt 0 < P(A) < 1.

P2. P(Q)=1.

P3. Falls Ay, Ay, Az, ...Elemente von & sind mit A,, N A, = 0 fiir n # m, dann gilt P(A4; U

AyU..) = Y50, P(Ay).

Elemente von 2 : "Ergebnisse", Elemente vone: "Ereignisse"

Ed Deé.

E5. Falls Ay, Ao, Az, ... Elemente von € sind, ist auch Ay N AN A3 N ... ein Element von &.
P4. P(A°) =1— P(A).

P5. P(9) = 0.

Unabhangigkeit: Zwei Ereignisse A, B sind unabhadngig, falls
P(ANB)=P(A) *xP(B)

4.3 Diskrete Zufallsgrossen/Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsgrésse: Funktion X : 2 —» S
Fiir jedes Ergebnis w € £ hat X einen eindeutigen Wert

Def. 4.4: Zwei diskrete Zufallsgrossen X,Y sind unabhangig:
PX=xundY=y)=PX =x)*P(Y =y)
Verbundwahrscheinlichkeit: P(X =xundY =y)

=P({we :X(w)=x} N{wE 2:Y(w) =y})

PX=x)= ZP(szundey)
y

Alle Zufallsgrossen sind Funktionen des gleichen Ergebnisses!

4.4 Reelle Zufallsgrossen
Reelle Zufallsgrésse: Funktion X : 2 - R

Satz 4.1: Wenn X eine reelle Zufallsgrosse ist, dann sind fiir
jedes r € R alle folgenden Mengen Ereignisse:

{we 2:X(w)>1}, {we N:X(w)<r}
{we N:X(w)=1}, {we N:X(w)=71}

Verteilungsfunktion

B0 =P <0 = | T ) dr

b+

Pla<X < b)=Fx(b) —Fx(a) = f fx(x) dx

a+
V1. Monoton nicht abfallend: Fiir s < r gilt F(s) < F(r).

V2. lim, oo F(r) =0 und lim, o F(r) = 1.
V3. Rechtsseitig stetig: lim,_,,.+ F(s) = F(r).
V4. lim, - Fx(s) =P(X <r)=Fx(r) - P(X =r).

Wahrscheinlichkeitsdichte

d (o]
f0O =2 R@, | pwdx=1
P(X =x,) # 0:Sprungin Fy und Dirac-Stoss in fy

4.5 Verbundswahrscheinlichkeitsdichte

Verbundsverteilungsfunktion

Fy, x, .. (x1,%p,..) = P(X; < xyund X, < x, und ...)

Verbundswahrscheinlichkeitsfunktion

n
d FX]_,---,Xn

le,...,Xn (xlﬁ ey xn) = d (xl, ,xn)

Xq ... dxy,

FroGed = | fro (o) dy

(statistisch) unabhéngig:  Fy, x (X1, ..., %) = Fy, () * . % Fy (%)

fx1 ..... Xn(xlf - Xn) = fxl(’ﬁ) ¥ an(xn)



4.6 Funktionen von Zufallsgrossen

Y =gX)

N-R:w Hg(X(w)) ,
F@) =P <r)=PgX)<r)=P(X<g7'(") =Fx(g7'(")

4.7 Erwartungswert

fee]

E[X]=mX=f X fy(x)dx = ZxP(sz)

- X€ES

Satz 4.2: Fiir einen reellen Vektor X = (X4, ..., X,))7 gilt

ElX] = (EX,], . EIX,DT,  my = (myy, o omy)

Satz 4.3: Sei X eine reelle Zufallsgrésse und Y = g(X)
BV = [ 900 G dx = ) g@) PCx =)
- X€ES

Satz 4.4: Linearitdt des Erwartungswertes, a,b € C
E[aX + bY] = aE[X] + BE[Y],  E[Z] = E[Z]
Satz 4.6: Falls X und Y unabhangig sind:
E[X*Y] = E[X] *E[Y], E[X *Y] = E[X] * E[Y]

unabhdngig = unkorreliert

4.8 Varianz und Korrelation

n-tes Moment von X: E[X"] = ffow x™ fy(x) dx
Varianz

Var(X) = E[(X — my)?] = E[X*] - m§
Fiir komplexe Zufallsgrosse Z = X + iY

Var(Z) = Var(X) + Var(Y) = E[|Z]?] — |m,|?

Korrelation: E[XY]

orthogonal: falls Korrelation E[X Y] =0

Kovarianz
Cov(X,Y) = E[(X — mp)(Y —my)| = E[X Y] — mymy
unkorreliert: Cov(X,Y) =0 & E[XY]=E[X]E[Y]

Satz 4.7: Es seien X und Y komplexe Zufallsgréssen

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)
E[IX +Y|?] = E[IX|?] + E[|Y|?]

unkorreliert =
orthogonal =

Satz 4.8: Fir reelle oder komplexe Zufallsgréssen gilt

[Cov(X,V)|? € Var(X) = Var(Y)

Matrixtransformationen
Transponierte: AT : (AT)U = A,

Hermetisch-Transponierte: A (A = A,

Korrelationsmatrix positiv-semidefinit: x* Rx >0V x

E[X1X1] E[X|X)] BlX1X,]

E[XQXl E[XZXQ E[XQX”]
Rx = }

E[szX_l] E[XILE] E[Xan]

Kovarianzmatrix

Vy =E[(X —myp)(X — mx)H] =Ry — mxmf{l

Vx =

( E[(X1 —mx,) (X1 —mx,)] . El(X1 —mx,) (X, —mx,)] )

E[(X,, —mx,) (X1 —mx,)] . Bl(X,, —mx, ) (X, —mx,)]

Satz 4.9: Fir eine komplexe n x n Matrix Aund Y = AX

Ry=ARxAH, VY=AVXAH

4.9 Zeitdiskrete stochastische Prozesse

Zeitdiskreter stochastischer Prozess: Folge X[k] ,k € Z
Liefert fiir jedes w € 0 ein zeitdiskr. Signal X(w)[.] = X[.](w)

i.d.d = stationar = schwach stationar

Independent and identically distributed (i.i.d.) , wenn
.. X[k], X[k + 1], ... unabh. Zufallsgréssen & gleiche Verteilung

stationdr: Verbundswahrscheinlichkeitsdichte X[k],
X[k + 1],..., X[k + n — 1] hdngt V n nicht von k ab

schwach stationdr: E [X [k]] und E [X [k + n] = X[k] ]
hangen fiir alle n nicht von k ab

Fiir einen schwach stationdren Prozess gilt:

- Mittelwert des Prozesses: my = E[X[k]]
- Autokorrelationsfunktion
Ry[n] = E[X[k +n] X[k]] ,  Rx[-n] = R[n]

- mittlere Leistung
Rx[0] = E[IX[K]I?]

gemeinsam schwach stationdr:
i) sowohl X[.] als auch Y[.] schwach stationar
ii) E[X[k +n] Y[k] ] V n unabhangig von k

Kreuzkorrelationsfunktion

Ryy[n] = E[X[k +n] m] , Ryy[-n] = Rxy[n]

Weisses Rauschen mit Leistung a2: X[.] schwach stationir:

my =0, RX[]=0'25[]: SX(Z)=0'2
(@) = 7
1x0) = oy ©



4.10 Lineare Filterung eines

schwach stationdren Prozesses

Sei X[.] schwach stationarer Prozess
v[] = Z::_ X[k —n] h[n]
Satz 4.11: Das Ausgangssignal Y[.] ist schwach stationér
my = my Z:;_wh[n] =my H(1) = my H(e") |0

Fiir die beiden schwach stationaren Prozesse X[.] und Y[.]

Ryx[1=h[1*Ry[],  hL]= R[]
Ry[.] = hL1 % Ryx[] = AL] * R[] * Ry[]
Mit der z-Transformation schreiben wir:
Syx(2) = H@) Sx(2),  Sxy(2) = H(2) Sx(2)
Sy (2) = H(2) Syx(2) = H(2) H(2) Sx(2)
Se(e) = |H(e™)|" sx(e'®)

4.11 Leistungsdichtespektrum

X[.] schwach stationdr, z-Transformation von Ry

k@ = ) Relnlz ™

n=—oo

Satz 4.12: Der ROC(Ry) hat die Form { 1/,0 < lzl<p}

Ry ist immer stabil, da der Einheitskreis stets enthalten ist.
Leistungsdichtespektrum: Sy (e™?) : Spektrum v. Ry]. ]

Wiener-Khinchine-Beziehung

1 (" .
FLIXIKIP] = R0 = - | S¢(e!®) do

Satz 4.13: Sei Y[.] schwach stationarer Prozess, s.d. Sy (z)
rational und weder Pole noch Nullstellen auf Einheitskreis

Sy(z) = F(2) F*(2)

Wobei PS u. NS von F(z) diejenigen von Sy im Einheitskreis
Falls Y[.] reell, gilt F€(z) = F(z™1)

Satz 4.14: Ein Prozess Y[.] wie in Satz 4.13 kann gedeutet
werden als gefiltertes weisses Rauschen, wobei das Filter
H(z) = F(z) z" rational, kausal und stabil ist.

Whitening-Filter: fir schwach stationdren Prozess Y[.], falls
- g[.] kausal und stabil

- 3 kausales, stabiles Signal mit z-Transformation 1/G(z)
-Sy(2) G(2) G°(2) =1

Satz 4.15: Fir Y[.] wie in Satz 4.14 ist G(z) =
H(z)™! = F(2)~! z7™ ein Whitening-Filter.

Falls Sy (z) Pole od. NS auf EK, existiert kein Whitening-Filter.

4.12 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Satz 4.16: P(.|B) ist ein (neues) Wahrscheinlichkeitsmass

Der Ubergang von P(.) zu P(.|B) entspricht der
Veranderung des Wissens eines Beobachters, der erfahrt,
dass das Ereignis B eingetroffen ist.

P(ANB)=PB)P(A|B)=P(A) P(B|A)

Kettenregel

P(ANB NnC)=P(A) P(B|A) P(C|A NnB)
Bayes’sche Regel

P(A) P(B | A)

P(A|B) = 0] ,

P(B) #0

4.13 Totale Wahrscheinlichkeit

Vollstandige Klasse/Menge v. paarweise unvereinbaren Ereignissen

(A, Ay: A NAj=0, A U..UA =0

4.17: Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
Sei A4, ..., 4, eine vollstdndige Klasse wie oben

P(B) = P(4,) P(B|A;) + -+ P(Ay) P(B | Ay)

P(A) P(BlAy)

P(A;|B) = P(A)P(B|A)) + -+ P(A4,)P(BIA,)

RO =) PUIEn @, KW= D P fra )

Satz 4.18: Satz des totalen Erwartungswertes
n
EXl= ). PUQELX] Al
=1

4.14 Werte von Zufallsgrossen als Bedingungen

Bayes’sche Regel

Totale Wahrscheinlichkeit
PA) = Y pr(n) PA] Y =) P = [ R PATY =0y
” —oo
Bedingte Wahrscheinlichkeit
iy (aly) = XD frlaly) = 2L
Kettenregel
plx.y. z) = p(x) p(ylz) p(zlz.y) flaoy.z) = f@) flyle) f(z|z.y)
Totaler Erwartungswert
ELX) = SELX | Y = 4l p(w) B0X) = [ B Y = ul ) dy
" —oo



5. Entscheidungs- & Schatztheorie

X = h(Yy,...,Y,) als ,,optimale“ Schatzung von X

X(w)

Y1 (w)

ho e X(w)
Yo (w)

5.1 Bayes’sche Schdtzung

Kostenfunktion x (%, x) : ,Kosten“ fiir Schatzung X = %,
wenn tatsdchlich X = x ist. Flr X reell oder komplex:

Squared Error:  k(%,x) = |% — x|?

Bayes’sche Schatzregel: minimiert fiir jede Beobachtung
Y = y die mittleren Kosten E[k(%,X) | Y = y] ,E[K()?, X)]

X =h(y) =argminE[x(x,X)|Y =y]
x
Bayes’sche MMSE-Schatzung (minimum mean squared error)
2=h(y)=my(y) =E[X|Y =y]

Minimiert den mittleren Schdétzfehler / bedingte Varianz

E[IZ=XI?|Y=y] =Var[X|Y =y]

5.2 Maximum-Likelihood-Schatzung (ML)

h(y) = arg max fY|X(y|x)

x:fx(x)>0

Likelihood-Funktion: fy|X(y|x) (fur feste Beobachtung y)

Satz 5.1 (Invarianz der ML-Schitzung): X = g(U)

£ ML — Schitz.von X iff @ =g '(&) ML — Schitz.von U
im Bezug auf dieselbe BeobachtungY =y

Bayes’sche Schiitzung: minimiert die mittleren Kosten E[x(i, X) |Y = y].

Bayes’sche MMSE-Schitzregel: @ = E[X | Y =y, minimiert EU.I —XP Y= _1/};
mittlerer Schitzfehler E[|i — X[? |V =y] = Var[X |V = y].
Falls X und Y gemeinsam normalverteilt sind, dann hat die MMSE-Schitzung
die Form & = hg + /AI[/A
d.h. MMSE-Schiitzung = affine LMMSE-Schitzung (Kap. E}

MAP-Schitzregel (siehe Kap.|5.4): & = argmax fx |y (]y).
x

Maximum-Likelihood (ML) Schitzregel: &= argmax fy|x(y|7).
z:fx (x)>0

5.3 Beispiele: verrauschte Messungen

X : normalverteilt, Mittelwert my und Varianz o2

( (x_mx)2>
exp| - ———

2
20y

1
fx(x) = Nz o

Eine Messung: Y =aX+ W

Bayes’sche Schéitzung

fry (6, y) = fx(x) fY|X(y|X) = fx(x) fw(y — ax)
fry(xly) = fX'Y(x'y)/fy(y) < fyy(x,y)

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz

2 2

R oy My +aoygy

x:E[XlY:y]: 2 2 2
oy, +a“ oy

N 1 ay
E[1Z—X[* Y =] =a§|y=(;+—>

2
x  Ow

ML-Schdtzung
fY|X(y lx) = fw(ly —ax)

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz

2
g=m =22 -7 o2 =2V
=m, =0 —5=— L=
of, a’ a?

Zwei Messungen: Y, =aX+W,, Y, =bX+W,

Bayes’sche Schdtzung
fX,Yl,Yz (x,¥1,¥2) = fx(x) le (y1 — ax) sz (v, — bx)
fxivar, @y ¥2) % fyy, v, (X, ¥1,2)
Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz

620 my + acto?y, + boioly,

X=EX|Y= =
X1 ] olo} + a? ofo} + b? ofof

, L@ b i
oxy =|=S+—=+—=
AR

ML-Schdtzung
le,Y2| x(u Y2l %) = fwl(y1 —ax) fwz (y2 — bx)

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz

-1

s m _ao;y,+baly, o2 = a2+b2

=my, = i =\=Zzt=
a? o +b2a} ' of o}

1 03

5.4 Grundbegriffe der Entscheidungstheorie

X sei eine diskrete Zufallsgrésse, d.h. nur Werte in einer

endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge S
Dieses Problem heisst Entscheidungsproblem und kann in
ein Hypothesentestproblem umgewandelt werden.

Bayes’sche Entscheidungsregel

£=h() = argmin ) K(%x) P(X =) fyye (¥1%)

X€ES

MAP-Entscheidungsregel ( maximum a posteriori)

minimiert Fehlerwahrscheinlichkeit von Bayes

% = argmax P(X = x) fy;x (¥ x)
X

ML-Entscheidungsregel oft mit Entscheidungsgebieten

% = argmax fyx(y]x)
X



5.5 LMMSE-Schatzung

(linear minimum mean squared error estimation)

Lineare Schatzfunkt. h : (Y3, ..., ¥,) minimiert E[|X — X|2

Allgemein schlechter als Bayes Schatzung, dafiir einfacher

X =h(Y,..,Y,) = Z hy Yy
k=1

Satz 5.2 (Orthogonalitatsprinzip): X = Y, h, Y} genau
dann LMMSE-Schatzung von X aus Y, ..., Y, wenn:

E[|(X-X)Y]]=0 Vvk=1..,n

d.h. Fehler X — X orthogonal zu allen Beobachtungen
Zu lésendes Gleichungssystem (mind. 1 Losung):

D hE[Y ] =E[X T ]
j=1

Satz 5.3: LMMSE-Fehler

E[If-x"|=E[x(x-%) | = ELIx21 - E | |2]]

Affine LMMSE-Schatzung: zusatzliche Beobachtung

n n
th(yl""'yn): zhkyk +h0= thYk
k=1 k=0

Yy = 1: virtuelle Beobachtung” erlaubt Einbeziehung
eines Mittelwertes

5.6 Wiener-Filter

Suche ein zeitinvariantes lineares Filter, s.d. die Schatzung

minimalen quadratischen Fehler E [|)?[k] — X[k]|2] ergibt:

R0 =hL]*Y[] = z hin] Y[k - n]
n=-L
Fenster: hin]=0 firn< -L,n>M

Berlicksichtigt nur die M + L Werte Y[k — M], ..., Y[k + L]
L > 0 : verzégerte Schatzung ; L < 0 : Vorhersage

Kann Filter durch Verzégerung L immer kausal machen

Wiener-Hopf-Gleichung (Orthogonalitdtsbedingungen)
M
Z h[n] Ryl[j —nl = Reylj],  j = —L .., M
n=-L

Mittlerer quadratischer Fehler:

E[|200 = XWI[*] = R0 = ) Ry [n] Al

n=-L

FIR Wiener-Filter: Ordnung N =M + L

Ry[0]  By[1] I no -1 Rxy[0—L)
Ry[l]  Ry[0] Byl ... _ ( ni-z) | | Roll-1
Ry[N] By[N—1 Ry[N-2 ... Ry[0] NN - I] Ryy[N — 1)

Nicht-kausales Wiener-Filter:

=

=
2T

| -

Sxy(2)
Sy(2)

H(z) =

5.8 LMMSE-Egalisation

Anwendung e. nicht-kausalen Wiener-Filters zur Egalisation

Sxy (2) _ Sx(z) H(z)

(@ = T S @ H@ H @ + Sy @)

XU LA J YO X

5.9 LMS-Algorithmus (least mean square)
L e N

X[k] = k Y[k —
. L,J 1= ). Jeuln] VI =n]

Adaptives Filter: zeitvariantes FIR-Filter mit 2 Phasen
eingefroren: hy1[.]1 = hy[.] ; adaptierend:

hies1[n] = hye[n] + B(X[k] — X[k]) Y[k —n]

B: Schrittweite; falls klein, ,,lernt” das Filter langsam

6. Trellis Algorithmen

6.1 Viterbi Algorithmen

Min-Summe-Version: Summe der Zweigmetriken

u(s) =, min u(Ist(b)) + u(b)

rst(b) =s

Max-Produkt-Version: Produkt der Zweigmetriken

u() = max pu(lst(b)) *u(b)
rst(b) =s

7. Verschiedenes

la —b|? = |a|? + |b|? — 2 Re(ab)

E[1£-x[" ]| =E[(£-Xx)(X-X)]

10



8. Tabellen

i=V1l= ei%
tan’x = 1 + tan® x
sin?x + cos?x =1
cosh?x —sinh?x =1
cos(z) = cos(x) cosh(y) — isin(x) sinh(y)

sin(z) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

Grad | Rad sing | cosyp | tang
0° 0 0 1 0
o 1 1 V3 V3
30° 1 67 : | 9| 3
AE 1 V2 V2
S B L e 1
o || F |3 | v
90° | ix 1 0
1200 | x| 2| -1 | -3

5 1 V3 V3
150° | g 2 | 7 | %

180° T 0 —1 0

Additionstheoreme Reihenentwicklungen

sin (w £ B) = sina cos 8 + cos asin 3 s
e’ = T4
cos (a £ B) = cosacos 3 Fsinasin
tan o £+ tan 8

1 Ftanatan

tan (a + 8) =

(I+z2)" =1+ Cl)a‘. +

Doppelter und halber Winkel

. .1’3
1 smr =x — — + -+
sin2¢ = 2sin g cos ¢ sin? g = 5(1 — cos ) 3!
2 in2 2 ¥ 1 cosr:l—ﬁ—i—--‘
cos2p = cos“ ¢ —sin“ ¢ cos 525(1—C0scp) 08 o1
2t 1-—
tan 2(}9 — & tan2 f — ﬂ ‘ ) ) ;1’3
1 —tan? ¢ 2 1+cosy Arctan = — —- + -
. . .3
Umformung einer Summe in ein Produkt sinhz = = + “‘g_l 4.
. . . a+f a—f 2
sin & + sin 8 = 2sin CoSs cosha =1+ — 4
2 2 2!
. . _ at+fB . a—p 23
sina — sin 8 = 2 cos sin artanhz = 2 4+ —— + - --
2 2 3
a—+ a—f
COS & + COS B = 2c0s cos 2 Summe der ersten n-Zahlen
. a+pB . a—p
cos o — cos 3 = —2sin sin n
2 2 D k=1+2+-+n
k=1

Umformung eines Produkts in eine Summe

Geometrische Reihe

2sin asin 8 = cos (o — ) — cos (a + )
2cosacos 3 = cos(a— B) + cos (a + f3)
2sina cos 8 = sin (a — ) + sin (a + 3)

log(l—l—r):r—%—l—-u

n
Z;rkzl—i—;r—l—---—i—;r”—
k=0

° 2k+1

N A
2_(-1) (2k + 1)!

oo ‘TQIH—l

_ I'n—o—l
1—=x

11



Fourier-Korrespondenzen Laplace- Korrespondenz

f(t) f(w) J(t) F(s) J(t) F(s)
2 —w?
—a T o da as
e Ve o (t) ! H(t—a) | Le=os
ealt! L
a2 +w 1 1 eat 1
s s—a
Eigenschaften der Fourier-Transformation i 12 teat ( 1 2
s s—a
. —~ mn n! tneat n!
Eigenschaft f@) f(w) ' gn+1 ' (s—a)ntl
. e -~ ~ a a
Linearitit Af(t) + pg(t) | Af(w) + pg(w) sin (at) 2taZ sinh (at) 2_aZ
A : : 1 Frw o
Ahnlichkeit flat) a>0 mf(g) cos (at) ?‘ﬁg cosh (at) g%az
‘ f(l‘ —a) e—aiw],c\(w)
Verschiebung _ _ Eigenschaften der Laplace-Transformation
e f(t) flw—a)
. -~ Eigenschafi F(s
| £ ) ()" F(w) Eal o ©
Ableit ung R Linearitét Af(t) + pa(t) AF(s) + pG(s)
tnf(t) inf(n) (w) Ahnlichkeit flat) a>0 éF(i)
Faltu ng f(f) % g(f) f(w) ) /g\(w) Verschiebung im Zeitbereich f(t—to) e S F(s)
Verschiebung im Bildbereich et f(t) F(s+a)
. f(t) sk(s) — f(0)
Partialbruchzerlegung (PBZ) S
Ableitung im Zeitbereich 17(t) $2F(s) — sf(0) — f'(0)
Reelle Nullstellen n-ter Ordnung: s s"F(s) = 3025 [ (0)sm Rt
—tf(t) F'(s)
Al + AZ > + ..+ An - Ableitung im Bildbereich t21(t) F'(s)
(x—a)  (x— a) (x — a)
(—t)"f(¢) F(s)
Paar komplexer Nullstellen n-ter Ordnung: Integration im Zeitbereich JE fw)du 1F(s)
le n Cl N N an n Cn N Integration im Bildbereich %f(t) f;c F(u)du
— Faltun; Ft)y=g(t F(s) G(s
(- @) — @) [ — @) — @l & 000 e
Periodische Funktion fit)y=f(t+T) H%QT fg- f(t)e st dt

(x — ap)(x — az) = (x — Re)? + Im?



Ableitungen

Potenz- und Exponentialfunktionen Trigonometrische Funktionen Hyperbolische Funktionen
f(x) f(x) Bedingung f(x) f(z) f(x) fi(z)
™ nan—1 n € Lxg sin cos T sinh « cosh x
™ nan—1 n €y, r#0 Cos T —sinw cosh x sinh x
. .a—1 . an : 1 : 1
z® ar® ac€R x>0 tan T - tanh x —aTa
log x 1 x>0 arcsin L arsinh x L
g x 1—x2 x2+1
e® e® arccos T -1 arcosh z L
1—ax2 z2-1
. . 1 ot - 1
a® a” - loga a >0 arctan x a7 artanh x "
Stammfunktionen
f(x) F(z) Bedingung f(x) F(x) f(x) F(x)
™ T}rl ot n€Zsp é log || sin (wt) sin (wt) % — L"iiﬁ)
™ n}rl zntl nele_g, v#0 tan x —log | cos x| sin (wt) cos (wt) 7C054(#
z° ﬁr“*l a€R,a# —1,z >0 || tanhz log (cosh x) sin (wt) sin (nwt) | 2522 (“t’s""(zﬁ’fﬁ)‘ (wt) cos (nwt)
logz | rloge —x r >0 sin? x %(r —sinx cos x) sin (wt) cos (nwt) nsin (wt) sin (’1?22-?;; (wt) cos (nwt)
et® %e” a#0 cos? x %(r +sinzcosx) cos (wt) sin (nwt) sin (wt) sin ("wjz;rf;;; (wt) cos (nwt)
a® l;;a a>0,a#1 tan? z tanx — x cos (wt) cos (nwt) sin (w?) cos (n“::()f_"ncgc)s (wt) sin (nwt)
Standard-Substitutionen
Integral Substitution Ableitung Bemerkung
ff(r r2 + 1)dx r =tant dr =tan2i+1dt 1€ Uper (.’c.T —Z kr+ 5)
P le e k EL,L,‘ ] 2 5 2
2
[ flz. Vax +b) dx T = ta—_b doe = %fdt t>0
z, Var2 +br+c)de =+ L= dr =dt t € R, quadratische Ergdnzung
2a q = =
[ f(z, Va? —22)dz x =asint dr = acostdt -5 <t< g, 1- sin? x = cos?

[z, Va2 + 22)dz
J Iz,

[ F(e®, sinhz, coshz)dz

72 —a?)dz

[ f(sinz, cosz) da

r — asinht

x — acosht

@
y

I

o~

tan % =1

dr = acoshtdt
dr = asinhtdt
dr = % dt

dr = %g dt

t € R, 1 +sinh? z = cosh? =

t>0, cosh?r — 1 =sinh? =z

t >0, sinhx = -1

. 2
e T 2t R )
5 <t < g5, sinzr= Tre2 CO8T = 17
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