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ZSSV Zusammenfassung 

Andreas Biri, D-ITET                              06.01.15 

1. Zeitdiskrete lineare Systeme & 

z-Transformation 

1.1 Signale 

rechtsseitig: ∃ �� ∶   ���� = 0  ∀ � < �� 

linksseitig: falls ��−�� rechtsseitig 

endliche Dauer: falls sowohl links- als auch rechtsseitig 

kausal:  ���� = 0      ∀  � < 0 

antikausal: ���� = 0      ∀  � > 0 

absolut summierbar / stabil: 

� |����|�
���� < ∞    , � |����|  ���

��   < ∞ 

quadratisch summierbar / endliche Energie: 

� |����|��
���� < ∞ , � |����|�   < ∞�

��  

beschränkt: ∃ � ∈  ℝ  ∶     |����| ≤   �      ∀ � 

Für zeitdiskrete und „brave“ kontinuierliche Funktionen: !�"#$%� "%&&'()�!) �"�!�'$� → +%!�). "%&&. → �("-ℎ)ä0�� 

konjugiertes Signal: �1�. � =  �� −��222222222 

 

Spezielle Signale 

Kronecker-Delta:  3��� =  4   1  ,     � = 0   0  ,     "#0"� 

Einheitsschritt:  6��� =  4    1  ,   � ≥ 0    0  , "#0"�  

1.2 Systeme 

1) Menge von Variablen mit Konfigurationsraum 

2) erlaubten Verhalten 

Dynamisches System: Variablen als Funktionen der Zeit 

linear: i) Konfigurationsraum ein Vektorraum 

             ii) erlaubte Verhalten Unterraum d. Vektorraums 

zeitinvariant: kann Konfiguration beliebig verschieben 

deterministisch: Ausgangssignal Funktion d. Eingangssignal 

1.3 LTI-Systeme 

LTI: linear time-invariant system / „lineare Filter“ 

%�. � =  � %��� 3�. −�� , %��� =  � %�8� 3� � − 8� �8 

9�. � =  � %��� ℎ�. −�� , 9��� =  � %�8� ℎ� � − 8� �8 

 

Satz 1.2: Kausales System, falls Stossantwort h kausal 

Satz 1.3: BIBO-stabil iff Stossantwort h stabiles Signal 

1.4 Faltung 

� � ∗ ; ��0� =  � ���� ;�0 − �� =  � ��0 − �� ;��� 

� � ∗ ;���� =  � ��8� ;�� − 8� �8 =  � ��� − 8� ;�8� �8 

 

1.5 formale z-Transformation 

<�=� =  � ���� =���
����

 

Zwei Interpretationsarten dieses Ausdrucks: 

- formale z-Trafo: rein formaler Ausdruck ( z undefiniert) 

- (analytische) z-Trafo: komplexwertige Funktion 

Verschiebung nach links („früher“): Multipliziere mit => 

Kausaler Teil: <�=� &#� = =  ∑ ���� =������  

1.6 Inverse Signale & inverse Filter 

@�=� ABCDEF =% <�=�  ∶    <�=�@�=� = 1 , � ∗ ; = 3 

Satz 1.6: Es seien g[.] und h[.] invers zu f[.]  ,  G + I = 1 

      Dann ist auch das Signal  G ;�. � + I ℎ�. � invers zu f[.] 

      Folglich gibt es unendlich viele Inversen eines Signals. 

Satz 1.7: Falls f[.] rechtsseitig und nicht überall Null, gibt es 

genau ein rechtsseitiges zu f[.] inverses Signal. 

Berechnen der (eindeutigen) Inversen 

<�=� = =�>�!� + !J=�J + ⋯ �,   @�=� = =�L��� + �J=�J + ⋯ � 

0 =  −& , �� = 1/!� 

�� =  − 1!�  � !��N  �N
��J
N��
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Rechtsseitiges und linksseitiges Signal 

i ) Rücktransformation eines Pols 

@�=� = 11 − G =�J = == −  G 

Rechtsseitiges Signal ( stabil für |G| < 1 ) 

;��� =  4 G�   ,   � ≥ 0  0    ,    � < 0 

Linksseitiges Signal ( stabil für |G| > 1 ) 

;��� =  4   0     ,    � ≥ 0−G�  ,    � < 0 

ii ) Rücktransformation einer rationalen Funktion 1/<�=� : Polynomdivision liefert entsprechendes Signal 

Rechtsseitig:  
O PQ R � LNSTUNVSUS WUT.�X PY R �LNSTUNVSUS WUT.� = OX =>�L + �0'(�)';()� 

Linksseitig:     
O PQ R � ZöZSUS WUTL\LV�X PY R �ZöZSUS WUTL\LV� = OX =>�L + �ℎöℎ()� 

1.7 Egalisation, Entfaltung, Entzerrung 

 

9�. � = %�. � ∗ ℎ�. � +  ]�. � 

Versuche durch Inverse, u[.] aus y[.] zu bestimmen: 

- Ansatz:    ^�=� @�=� = 1 

- Mit Verzögerung _ ≥ 0 :  ^�=� @�=�  ≈ =�a 

i) Suche stabiles Inverses ( entweder links- oder rechtss.) 

ii) Erzeuge kausales Schätzfilter G(z) durch Abschneiden: 

@�=� = =�a @b U⁄ �=� &#� = 

^�=� @�=� = =�a + d�=� 

   Dabei entstehender Fehler: 

d�=� =  −�−2��a 

Decision-feedback equalizer (DFE) 

Anwendbar, falls Signal nur diskrete Werte annimmt @f :   Vorwärts-Filter,        @X : Rückwärtsfilter 

^�=� = Ĵ�=� + =�a�J �̂�=� 

Ĵ�=� =  � ℎ��� =��a
���

 , �̂�=� =  � ℎ��� =���
��aRJ

 =aRJ 

@X�=� =  − �̂�=� , @f�=� = =�a <�=� &#� = 

          wobei <�=� ein stabiles inverses Filter zu Ĵ�=� ist 

1.8 Normalformen und Faltungsalgorithmen 

Rational:  Funktion ist ein Quotient von zwei Polynomen 

Kausal:    Zählergrad nicht höher als Nenner 

^�=� =  !� + !J=�J+. . +!L=�L1 + �J=�J + ⋯ + �L=�L =  !�=L + !J=L�J + ⋯ + !L=L + �J=L�J + ⋯ + �L  

     Reglungs-Normalform            Beobachter-Normalform 

     

1.9 Potentzreihen & Laurentreihen 

Absolute Konvergenz:   ∑ |-�|����  < ∞ 

Komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius: 

g�h� =  � -�  h�∞
���

  , ) = i lim�→� sup|-�|J� p�J
 

Inverse Potenzreihe (konvergiert ausserhalb v. r) 

q�h� =  � ��  h���
��J  , ) =  lim�→� sup|��|J�  

Laurent-Reihen 

r�h� =  � !� h��
����

=  � !��  h���
��J

+  � G�  h��
���

 

Konvergiert in Kreisring: s h ∈  ℂ ∶ )J <  |h| < )� u 

)J =  lim�→� sup|!��|J�  , )� = i lim�→� sup|!�|J�  p�J
 

1.10 Die z-Transformation 

<�=� =  � ���� =���
����

  , vwg��� = s)J <  |=| < )� u 

)J ∶ x#0 ∑ ���� =������  ,         )� ∶  x#0 ∑ ��−�� =�����   

Falls ROC leer, existiert die z-Transformierte nicht. 

Jedes Signal f von endlicher Dauer besitzt yz{ =  ℂ \ s}u 

Satz 1.9:  vwg enthält Einheitskreis  ⟹  f[.] ist stabil 

                 f[.] stabil  ⟹ Einheitskreis liegt in vwg (oder Rand) 

Zeitverschiebung:  ^�=� = => <�=� → vwg�ℎ� = vwg��� 

Zeitumkehrung:     ^�=� = <�=�J�  → �1 )�� <  |=| < 1 )J�  � 

Anfangswert-Eigenschaft für kausale Signale 

��0� =  lim|P|→� <�=� 

Endwert-Eigenschaft für rationale rechtsseitige Signale 

lim�→� ���� =  limP→J  �= − 1� <�=� 

 

Satz 1.12 : Umkehrformel der z-Transformation 

���� = 12�  � <�(N�� (N��  ����
�
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1.11 Rationale z-Transformation 

Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form 

<�=� =  !� =L + !J =L�J + … + !L�� =L + �J =L�J  +  … + �L 

kausal: Zählergrad ist nicht höher als der Nennergrad 

<�=�  =  � rN == − �N
L
N�J  → ��=� =  � 4)(-ℎ�"". ,   |�N| < 1   $'0�"". ,   |�N| > 1  

 

f[.] ist stabil  ⇔  vwg(f)  enthält den Einheitskreis 

 1.14 Spektrum von zeitdiskreten Signalen 

<�(N�� = <�=� |P�S�� =  � ���� (�N � �  

Spektrum = Transformierte auf Einheitskreis, 2�-periodisch 

Satz 1.13:  f[.] stabil → Spektrum wohldefiniert/konvergiert  

-� = ��−�� : Fourier-Koeffizienten des Spektrums <�(N�� 

�1�. � → <1�=� =  <�=̅�J�222222222 → <1�(N�� =  <�(���222222222 

Satz 1.14: Ein stabiles kompl. zeitdisk. Signal f[.] ist reell: <�(�N�� =  <�(���222222222 

Spezialfall: Periodische Signale (r=1) ���� = (N��� → <�(N�� = 2� ∑ 3�� − �� − 2�0�L   

2. Zeitdiskret & zeitkontinuierlich 

2.1 Laplace- und Fourier-Transformation 

Laplace-Transformierte eines zeitkontinuierlichen Signals 

<�"� =  � ���� (��� ���
��  

vwg��� = s " ∈  ℂ ∶ )J < v(�"� < )� u 

rechtsseitig:  vwg��� = s " ∈  ℂ ∶ v(�"� > ) u 

linksseitig: vwg��� = s " ∈  ℂ ∶ v(�"� < ) u 

stabil:  vwg��� enthält die imaginäre Achse 

Satz 2.2: Ein rechtsseitiges Signal f(.) ist stabil iff 

   i) Zählergrad nicht grösser als Nennergrad 

   ii) alle Pole von F(s) in offenen linken Halbebene  

Satz 2.3: vwg��� enthält imaginäre Achse ⟹ f(.) stabil 

  f(.) stabil ⟹ vwg��� enthält imag. Achse (od. Rand) 

Fourier-Transformation: Laplace auf imaginärer Achse 

<�'�� = � ���� (�N��  ���
��  

���� = 12�  � <�'�� (N�� ���
��  

Spektrum eines Signals = Fourier-Transformierte 

Frequenzgang: Fourier-Transformierte der Stossantwort 

Satz 2.4: komplexes zeitkont. Signal f(.) ist reell iff <�−'�� =  <����22222222 

Satz 2.5: Sei f(.) ein stabiles komplexes Signal mit 

<�"� = - ∗ ∏� " − !�∏� " − �� 

f(.) ist reell, falls die Pole & Nullstellen entweder reell sind 

oder in konjugiert komplexen Paaren auftreten. 

2.2 Umwandlung zeitdiskret → zeitkont. 

Allgemeiner Ansatz: 

9��� =  � h��� ℎ�� − ���
�∈ℤ

 

Bildung eines formal zeitkontinuierlichen Signals 

h���� =  � h��� 3�� − �� ��
����  

→    9��� =  h���� ∗ ℎ���  , ��"� =  ���"� ^�"� 

Satz 2.6: Laplace-Transformierte von h���� 

���"� = ��=� |P�S��  , ���'�� = ��(N��� 

Spektrum eines „formal zeitkontinuierlichen“ Signals 

entsprich dem periodischen Spektrum d. zeitdisk. Signals 

Einsatz eines Tiefpasses als Filter 

Unterdrückung aller Perioden d. Spektrums ausser Grundperiode 

^�'�� =  4  1   ,   |�| < �1  0   ,   |�| > �1   , ℎ��� =  sin��1����  

Spezialfall: �1 = ��    � �1 = J��  , �1 = 2��1  � 

ℎ��� = 1�  sin��� �⁄ ��� �⁄ = 1�  "'0-�� �⁄ � 

 

→    9�0�� = J�  h�0�      

(Übereinstimmung an Abtastzeitpunkten) 

 

Halteglied als Filter 

ℎ��� =     1  ,   0 ≤ � < �0  , "#0"�  
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2.3 Abtastung 

Ideale regelmässige Abtastung mit Abtastperiode T h���� = � h��� − 8� 

Satz 2.7: Die z-Transformierte des abgetasteten Signals 

;���� = �;����  →   @��=� =  � @�"�
�∶ S���P

 

oder äquivalent dazu  ( ¡, � ∈  ℝ , ln�¡� �⁄ ∈ vwg�;� ) 

@��¡ (N�� =  � @� ln�¡� �⁄ + '�� + 02�� �⁄  � 

Für die Spektren gilt (falls sie existieren)  

@¢�(N��� =  � @� '� � + 02� �⁄ � � 

oder mit Abtastfrequenz  �¢ = 1 ��     %0�   � = 2�� , 
@¢£(N��f f¤⁄ ¥ =  � @� '2� � � + 0�¢ � � 

Das Spektrum @¢�(N�� � � = ��� eines abgetasteten 

Signals entspricht der Summe aller um ganzzahlige 

Vielfache von 
���  verschobenen Kopien von @�'�� 

 

Frequenz abgetasteter Signale: � = �� = 2��/�� 

Satz 2.8: Nyquist-Shannon Abtasttheorem 

Erfüllt das Signal die Nyquist-Bedingung 

@�'�� = 0 , |�| ≥ ��       i @�'2��� = 0 , |�| ≥ �¢2  p 

kann aus Abtastwerten ;¢��� = �;���� vollständig  

(ohne Aliasing) rekonstruieren (Abtastfrequenz �� = 1/� ): 

@�'�� = @¢�(N��  �      �ü)   |�| < �� 

;���  =  � ;���� "'0- i � − ���  p�  

2.4 Zeitdiskr. Filterung v. zeitkont. Signalen 

Standard Signalverarbeitungssystem 

 

i) Filterung:       h��� = %��� ∗ ;J��� 

ii) Abtastung:       h���� = � h���� 

iii) Diskrete Filterung:      ]��� = h���� ∗ ℎ��� 

iv) Kontinuierlich machen:     9��� =  ∑ ]��� ;��� − ����  

Satz 2.9: Falls sowohl @J�'�� & @��'�� die Nyquist-

Bedingung erfüllen, ist das Gesamtsystem zeitinvariant mit 

Frequenzgang @J�'�� ^�(N��� @��'�� 

⟹ äquivalent zu zeitkont. Filter mit Frequ.gang ^�(N��� 

2.6 Dezimation , Interpolation & 

Umrechnung der Abtastrate 

Interpolation: Erhöhung der Abtastfrequenz (ganzzahlig) 

zero-stuffing: Einfüllen von 0 − 1 Nullen zwischen Werten 

@P�=� = @� =L�   →    @P�(N�� = @�(NL� � 

danach spektrale Anteile ausserhalb |�| < �/0 wegfiltern 

  

Dezimation: Verringerung der Abtastfrequenz (ganzzahlig) 

Satz 2.10: Dezimationssatz        ;T��� = 0 ;�0�� 

@T�=� =  � @�=J�
P¨∶PŸ�P

 , @T�(N�� = � @ i(N��R>���L pL�J
>��

 

 

Wechsel der Abtastfrequenz 

Wechsel um rationalen Faktor durch Kombination von 

Interpolation und Dezimation 

 

Satz 2.11: Es seien die folgenden drei Bedingungen erfüllt: 

- |@J�'2���| = 0      �ü)   |�| ≥ �J 2⁄  

- |@��'2���| = 0      �ü)   |�| ≥ �� 2⁄  

- Abtastratenkovention �J → �� erfolgt mit Zwischenrate  

   �© = 0 �J = & �� und mit ª^�(N��ª = 0 , min  �L , �>« ≤  |�| ≤ � 

Dann ist das Gesamtsystem zeitinvariant mit Frequenzgang 

@J�'�� Ĵ�(N��̈ � ^�(N��¬� �̂�(N��­�@��'�� , �N = 1�N  

2.7 FIR-Filter und Fensterfunktionen 

FIR-Filter:   finite     impulse response filter 

IIR-Filter:    infinite impuls response filter 

Tiefpass 

Idealer zeitdiskreter Tiefpass 

^�(N�� =  4 1   ,   |�| <  �1          0   ,   �1 ≤  |�| ≤ �  ,        ℎ��� = sin��1����  

 

Problem: Weder kausal noch stabiles Filter 

Lösung: Abschneiden/Dämpfen von Koeffizienten mit einer  

       Fensterfunktion ℎ���]���    → <!$�%0; �() ®�(��)(0 

Kausaler Tiefpass 

; ¯ � + °2  ± =  ℎ��� ]���∑ ℎ�0� ]�0�L  

Verschiebung bewirkt Kausalität, Nenner erhält Neutralität 
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Fensterfunktionen 

Rechteckfenster:  nicht geeignet, sehr langsames Abklingen 

]��� =  41   ,   |�| ≤ ° 2⁄0   ,   |�| ≤ ° 2⁄  

Hanning-Filter (raised-cosine window): Ordnung N 

]���  =  ²12 � 1 + cos i 2��° + 2p    ,   |�| ≤ °/2              0                          ,   |�| > °/2  
Bandpässe 

Frequenzselektive Filter mit Fensterfunktionen 

Idealer Bandpass:   0 ≤  �J ≤  �� ≤ � 

^�(N�� =  4 1   ,   �J <  |�| <  ��                                   0   ,   |�| ≤  �J   #�() �� ≤  |�| ≤ �        
ℎ��� =  sin����� − sin��J����  , ℎ�0� =  �� − �J�  

Kausaler Bandpass: ª@�(N��ª���¨µ�­­ = 1 

; ¯� + °2± =  ℎ��� ]���|∑ ℎ�0�]�0� (�NL��¨R�­�/�L | 
 

Linearer Phasengang 

Für FIR-Filter, die mit dieser Methode entworfen werden, 

gilt im Durchlassbereich 

@�(N�� ≈  (�N�¶ ��  = =�¶ ��  |P�S��  

und somit eine reine Verzögerung um N/2 Zeiteinheiten. 

Dies ist oft wünschenswert und ein Hauptgrund für FIR 

 

 

2.7 Zeitkont. & zeitdiskrete IIR-Filter 

1) Entwurf eines zeitkontinuierlichen Filters 

2) Transformation in ein zeitdiskretes Filter 

Butterworth-Filter  der Ordnung N 

^�"� =  1∏ �1 − " ��⁄ �¶��J  

�� = �1  (  N ��¶ � �� R ¶ � J�
 

3-dB-Frequenz: �1 = �1/2� 

Für ein Filter mit Ordnung N gerade gilt: 

^�"� =  · 1
1 − 2 cos i �2°  �2� + ° − 1�p "�1 + � "�1��

¶/�
��J

 

Satz 2.12: Amplitudengang |^�'��| gegeben durch 

|^�'��|� =  11 + £� �1� ¥�¶ 

Bilineare Transformation 

@�=� = ^�"� |���� J�P¸¨JRP¸¨  

@�(N�� = ^�'�� |���� ¹º»�� �⁄ � 

Satz 2.13: Abbildung = → " 

" = 2�  1 − =�J1 + =�J  , = =  1 + "�/21 − "�/2 

Frequenztransformation 

� = 2 tan�J i��2 p , � = 2� tan i�2p 

��¾ = tan�� 2⁄ �tan��¾ 2⁄ � 

3. DFT & FFT 

 
 

3.2 Die diskrete Fourier-Transformation 

Sei G eine komplexe Zahl:   G¶ = 1 ;   GL ≠ 1 ,   0 < 0 < ° 

<�=� =  � ���� =��¶�J
���   =   ���0�, ��1�, … , ��° − 1��� 

<�0� = <�GL� =  � ���� G��L¶�J
���

 

Meistens wird G = (N��/¶ gewählt: 

<�0� = <�(N�� |����L/¶ 

DFT berechnet Abtastwerte Á�B� des Spektrums von Â�. � 

Transformation als Matrix: G�b = G¶�b 

 

Satz 3.1: Die DFT ist invertierbar mit der Umkehrformel 

���� = 1°  � <�0� G�L¶�J
L��

 

Satz 3.2: Sei N eine positive ganze Zahl, I ∈  ℂ ∶  I¶ = 1 

� IL¶�J
L��

=          °          �!$$" I = 10           "#0"�      
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Satz 3.3: Ein komplexer Vektor ist reell genau dann, wenn: <�° − 0� =  <�0�222222   , 0 < 0 < °   ;    <�0� =  <�0�222222 

( In zyklischer Notation mit ' &#� °:         <�−0� =  <�0�222222  ) 

Berechnung mit Horner-Schema <�0� = <�GL�  →   0 "(�=(0:   I = G�L = G¶�L 

<�0� = <�I�J� = ��0� + I� ��1� + I� ��2� + ⋯ � � 

DFT-Matrizen für N = 4 

 

 

3.3 Aliasing in der Zeit 

Reduktion der Exponenten in der formellen z-Trafo: 

<�=� &#�� =¶ − 1� =  � ���� =��� >ÄT ¶�
�∈ℤ

 

Satz 3.4: N positive ganze Zahl;   G ∈  ℂ , G¶ = 1 <�=� &#� � =¶ − 1� |P�ÅY = <�GL� 

Abtastung des Spektrums erzeugt Aliasing in der Zeit: An 

Abtastwerten ist das Spektrum d. zeitdiskr. Signals f gleich 

dem Spektrum (d.h. der DFT) des Vektors mit der formalen 

z-Transformierten <�=� &#� �=¶ − 1� 

3.4 Zyklische Faltung 

ℎ[0] =  � �[�];[0 − �]
L

���
+ � �[�];[° + 0 − �]

¶�J

��LRJ
 

Satz 3.5: formale z-Trafo der zyklischen Faltung  von �  ; 

<�=�@�=� &#�� =¶ − 1� 

4. Wahrscheinlichkeitstheorie 

4.2 Definition Wahrscheinlichkeitssystem 

 
d$(&(0�( x#0 � ∶ "d);(�0'""(" ,   d$(&(0�( x#0 Ç ∶  "d)(';0'""(" 

 

 

Unabhängigkeit: Zwei Ereignisse A, B sind unabhängig, falls 

È� r ∩ q � = È�r� ∗ È�q� 

4.3 Diskrete Zufallsgrössen/Zufallsvariablen 

Diskrete Zufallsgrösse: Funktion � ∶  � → ® 

      Für jedes Ergebnis � ∈  � hat X einen eindeutigen Wert 

Def. 4.4: Zwei diskrete Zufallsgrössen X,Y sind unabhängig: 

È�� = h %0� � = 9� = È�� = h� ∗ È�� = 9� 

Verbundwahrscheinlichkeit:   È� � = h %0� � = 9� 

= È� s � ∈  � ∶ ���� = hu  ∩ s � ∈  � ∶ ���� = 9u � 

È�� = h� =  � È�� = h %0� � = 9�
Ê

 

Alle Zufallsgrössen sind Funktionen des gleichen Ergebnisses! 

 

4.4 Reelle Zufallsgrössen 

Reelle Zufallsgrösse: Funktion � ∶  � →  ℝ 

Satz 4.1: Wenn X eine reelle Zufallsgrösse ist, dann sind für  

                 jedes ) ∈ ℝ alle folgenden Mengen Ereignisse: 

s � ∈  � ∶ ���� > ) u , s � ∈  � ∶ ���� < ) u 

s � ∈  � ∶ ���� ≥ ) u , s � ∈  � ∶ ���� = ) u 

Verteilungsfunktion 

<Ë�h� = È�� ≤ h� =  � �Ë�)� �)
Ì

��
 

È�! < � ≤   �� = <Ë��� − <Ë�!� =  � �Ë�h� �h
XR

OR
 

 

Wahrscheinlichkeitsdichte 

�Ë�h� = �
�h  <Ë�h�  , � �Ë�h� �h

�

��
= 1 

È� � = h��  ≠  0 : Sprung in <Ë und Dirac-Stoss in �Ë 

4.5 Verbundswahrscheinlichkeitsdichte 

Verbundsverteilungsfunktion 

<Ë¨,   Ë­,   ... �hJ, h�, … � = È� �J ≤  hJ %0� �� ≤ h� %0� … � 

Verbundswahrscheinlichkeitsfunktion 

�Ë¨,… ,ËY�hJ, … , hL�  =  �L <Ë¨,… ,ËY
�hJ … �hL

 � hJ, … , hL� 

�Ë��hN� =  � �Ë� ,ËÍ£hN , hÎ¥ �hÎ
�

��
 

(statistisch) unabhängig:     <Ë¨,…,ËY�hJ, … , hL� = <Ë¨�hJ� ∗ … ∗ <ËY�hL� 

                                                  �Ë¨,… ,ËY�hJ, … , hL� = �Ë¨�hJ� ∗ … ∗ �ËY�hL� 
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4.6 Funktionen von Zufallsgrössen 

� →  ℝ ∶ � ↦ ;£����¥   , � = ;��� 

<Ð�)� = È�� ≤ )� = È�;��� ≤ )� = È£� ≤ ;�J�)�¥ = <Ë£;�J�)�¥ 

4.7 Erwartungswert 

d��� = &Ë = � h �Ë�h� �h�
��  =  � h È�� = h�

Ì∈¢
 

Satz 4.2: Für einen reellen Vektor � = ��J, … , �L�� gilt 

d��� = � d��J�, … , d��L��� , &Ë = £&Ë¨ , … , &ËY¥�
 

Satz 4.3: Sei X eine reelle Zufallsgrösse und   � = ;��� 

d��� =  � ;�h� �Ë�h� �h�
�� =  � ;�h� È�� = h�

Ì∈¢
 

Satz 4.4: Linearität des Erwartungswertes,  !, � ∈  ℂ 

d�!� + ��� = !d��� + �d��� , d�Ñ̅� =  d�Ñ�222222 

Satz 4.6: Falls X und Y unabhängig sind: 

d� � ∗ �� = d��� ∗ d��� , d� � ∗ �2� = d��� ∗ d���222222 

              unabhängig            ⟹                   unkorreliert 

 

4.8 Varianz und Korrelation 

n-tes Moment von X: d��L� =  Ò hL �Ë�h� �h���  

Varianz 

Ó!)��� = d��� − &Ë��� = d���� − &Ë�  

Für komplexe Zufallsgrösse Ñ = � + '� 

Ó!)�Ñ� = Ó!)��� + Ó!)��� = d�|Ñ|�� − |&Ô|� 

Korrelation: d�� �2 � 

orthogonal: �!$$" Õ#))($!�'#0 d�� �2� = 0 

Kovarianz 

g#x��, �� = dÖ�� − &Ë��� − &Ð�222222222222× = d�� �2� − &Ë&Ð2222 

unkorreliert:    g#x��, �� = 0  ⇔   d�� �2� = d��� d���222222 

Satz 4.7: Es seien  X und Y komplexe Zufallsgrössen 

   unkorreliert   ⟹       Ó!)�� + �� = Ó!)��� + Ó!)��� 

   orthogonal     ⟹       d�|� + �|�� = d�|�|�� + d�|�|�� 

Satz 4.8: Für reelle oder komplexe Zufallsgrössen gilt |g#x��, ��|� ≤  Ó!)��� ∗ Ó!)��� 

Matrixtransformationen 

Transponierte:   r� ∶   �r��N,Î = rÎ,N  
Hermetisch-Transponierte: rØ ∶   �rØ�N,Î =  rÙ,�2222 

Korrelationsmatrix    positiv-semidefinit:  hØ v h ≥ 0 ∀ h 

vË = d� � �Ø� = vËØ 

 

Kovarianzmatrix 

ÓË = d��� − &Ë��� − &Ë�Ø� = vË − &Ë&ËØ 

 

Satz 4.9: Für eine komplexe 0 h 0 Matrix A und � = r� 

vÐ = r vË rØ , ÓÐ = r ÓË rØ 

4.9 Zeitdiskrete stochastische Prozesse 

Zeitdiskreter stochastischer Prozess: Folge ���� , � ∈  ℤ 

Liefert für jedes � ∈  � ein zeitdiskr. Signal �����. � = ��. ���� 

i.d.d ⟹ stationär          ⟹          schwach stationär 

Independent and identically distributed (i.i.d.) , wenn … ����, ��� + 1�, … unabh. Zufallsgrössen & gleiche Verteilung 

stationär: Verbundswahrscheinlichkeitsdichte  ����,               ��� + 1�, … , ��� + 0 − 1� hängt ∀ 0 nicht von k ab 

schwach stationär: dÖ����× %0� dÖ��� + 0� ∗ ����222222 ×  

                                   hängen für alle n nicht von k ab 

Für einen schwach stationären Prozess gilt: 

- Mittelwert des Prozesses: &Ë = dÖ����× 

- Autokorrelationsfunktion vË�0� = dÖ��� + 0� ����222222 ×    , vË�−0� = v�0�222222 

- mittlere Leistung vË�0� = d�|����|�� 

 

gemeinsam schwach stationär: 

i) sowohl X[.] als auch Y[.] schwach stationär 

ii) dÖ��� + 0� ����222222 ×    ∀ 0 unabhängig von k 

Kreuzkorrelationsfunktion 

vËÐ�0� = dÖ��� + 0� ����222222 ×  , vËÐ�−0� =  vËÐ�0�222222222 

 

Weisses Rauschen mit Leistung 6�: X[.] schwach stationär: 

&Ë = 0 , vË�. � = 6�3�. � , ®Ë�=� = 6� 

�Ë�h� = 1√2�6  (� Ì­�Û­ 
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4.10 Lineare Filterung eines 

         schwach stationären Prozesses 

Sei X[.] schwach stationärer Prozess 

��. � =  � ��� − 0� ℎ�0��
����  

Satz 4.11: Das Ausgangssignal Y[.] ist schwach stationär 

&Ð = &Ë  � ℎ�0��
L��� = &Ë ^�1� = &Ë ^�(N��|��� 

Für die beiden schwach stationären Prozesse X[.] und Y[.] 

vÐË[. ] = ℎ[. ] ∗ vË[. ] , ℎ1[. ] =  ℎ[−. ]2222222 

vÐ[. ] = ℎ1[. ] ∗ vÐË[. ] = ℎ[. ] ∗ ℎ1[. ] ∗ vË[. ] 

Mit der z-Transformation schreiben wir: 

®ÐË�=� = ^�=� ®Ë�=� , ®ËÐ�=� = ^1�=� ®Ë�=� 

®Ð�=� = ^1�=� ®ÐË�=� = ^�=� ^1�=� ®Ë�=� 

®Ð�(N�� =  ª^�(N��ª� ®Ë�(N�� 

4.11 Leistungsdichtespektrum 

X[.] schwach stationär, z-Transformation von vË 

®Ë�=� =  � vË[0] =�L
�

L���
 

Satz 4.12: Der vwg�vË� hat die Form � 1 ¡� <  |=| < ¡ � 

vË ist immer stabil, da der Einheitskreis stets enthalten ist. 

Leistungsdichtespektrum:      ®Ë�(N�� ∶ ®�(��)%& x. vË[. ] 

Wiener-Khinchine-Beziehung 

d[ |�[�]|�] = vË[0] = 1
2�  � ®Ë�(N�� ��

�

��
 

Satz 4.13: Sei Y[.] schwach stationärer Prozess, s.d. ®Ð�=� 

rational und weder Pole noch Nullstellen auf Einheitskreis 

®Ð�=� = <�=� <1�=� 

Wobei PS u. NS von F(z) diejenigen von ®Ð  im Einheitskreis 

Falls Y[.]  reell, gilt <1�=� = <�=�J� 

Satz 4.14: Ein Prozess Y[.] wie in Satz 4.13 kann gedeutet 

werden als gefiltertes weisses Rauschen, wobei das Filter 

^�=� = <�=� =L rational, kausal und stabil ist. 

Whitening-Filter: für schwach stationären Prozess Y[.], falls 

- g[.]  kausal und stabil 

- ∃ kausales, stabiles Signal mit z-Transformation 1/@�=� 

- ®Ð�=� @�=� @1�=� = 1 

Satz 4.15: Für Y[.] wie in Satz 4.14 ist @�=� = 
                   ^�=��J = <�=��J =�L ein Whitening-Filter. 

Falls ®Ð�=� Pole od. NS auf EK, existiert kein Whitening-Filter.  

4.12 Bedingte Wahrscheinlichkeiten 

È�r | q �  =  È� r ∩ q �
È�q�  

Satz 4.16: È�. |q� ist ein (neues) Wahrscheinlichkeitsmass 

Der Übergang von È�. � =% È�. |q� entspricht der 

Veränderung des Wissens eines Beobachters, der erfährt, 

dass das Ereignis B eingetroffen ist. 

È� r ∩ q� = È�q� È�r |q � = È�r� È�q |r� 

Kettenregel 

È� r ∩ q ∩ g� = È�r� È�q|r� È�g| r ∩ q� 

Bayes’sche Regel 

È�r | q�  =  È�r� È�q | r� 
È�q�  , È�q� ≠ 0 

4.13 Totale Wahrscheinlichkeit 

Vollständige Klasse/Menge v. paarweise unvereinbaren Ereignissen 

s rJ, … , rLu ∶     rN  ∩ rÎ =  ∅ ,     rJ  ∪ … ∪ rL =  � 

4.17: Satz der totalen Wahrscheinlichkeit 

Sei rJ, … , rL eine vollständige Klasse wie oben 

È�q� = È�rJ� È�q|rJ�  + ⋯ + È�r¶� È�q | rL� 

È�rN|q� =  È�rN� È�q|rN�
È�rJ�È�q|rJ� + ⋯ + È�rL�È�q|rL� 

<Ë�h� =  � È�r�� <Ë|Þß�h�L
��J

 , �Ë�h� =  � È�r�� �Ë| Þß�h�L
��J

 

Satz 4.18: Satz des totalen Erwartungswertes 

d[�] =  � È�rà� d[ � | rà] L
��J

 

4.14 Werte von Zufallsgrössen als Bedingungen 

Bayes’sche Regel 

 

Totale Wahrscheinlichkeit 

 

Bedingte Wahrscheinlichkeit 

 

Kettenregel 

 

Totaler Erwartungswert 
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5. Entscheidungs- & Schätztheorie 

�á = ℎ��J, . . . , �L� als „optimale“ Schätzung von X 

 
 

5.1 Bayes’sche Schätzung 

Kostenfunktion â�hã , h� : „Kosten“ für Schätzung �á =  hã , 

wenn tatsächlich � = h ist. Für X reell oder komplex: 

Squared Error: â�hã , h� =  |hã − h|� 

Bayes’sche Schätzregel: minimiert für jede Beobachtung � = 9 die mittleren Kosten d�â�hã, �� | � = 9� , dÖâ£�á, �¥× 

hã = ℎ�9� = arg minÌã d�â�hã, �� | � = 9� 

Bayes’sche MMSE-Schätzung (minimum mean squared error) hã = ℎ�9� = &Ë�9� = d� � | � = 9 � 

Minimiert den mittleren Schätzfehler / bedingte Varianz d� |hã − �|� | � = 9 �  = Ó!)� � | � = 9 � 

5.2 Maximum-Likelihood-Schätzung (ML) 

ℎ�9� =  arg maxÌ:fç�Ì� è � �Ð|Ë�9|h� 

Likelihood-Funktion: �Ð|Ë�9|h�     (für feste Beobachtung y) 

Satz 5.1 (Invarianz der ML-Schätzung):  � = ;�é� 

hã ê_ − ®-ℎä�=. x#0 �   '��   %ã = ;�J�hã� ê_ − ®-ℎä�=. x#0 é '& q(=%; !%� �'("($�( q(#�!-ℎ�%0; � = 9 

 

5.3 Beispiele: verrauschte Messungen 

X : normalverteilt, Mittelwert &Ë und Varianz 6Ë� 

�Ë�h� = 1√2� 6Ë exp ì − � h − &Ë��
26Ë�  í 

 

 

Eine Messung: î = ïð + ñ 

Bayes’sche Schätzung 

�Ë,Ð�h, 9� = �Ë�h� �Ð|Ë�9|h� = �Ë�h� �ò�9 − !h� 

�Ë|Ð�h|9� = �Ë,Ð�h, 9� �Ð�9�ó  ∝ �Ë,Ð�h, 9� 

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz 

hã = d� � | � = 9� =  6ò�  &Ë + ! 6Ë� 96ò� + !� 6Ë�  

d� |hã − �|� |� = 9�  = 6Ë|Ð� = ì 16Ë� + ! 96ò�  í 

 

ML-Schätzung 

�Ð|Ë�9 |h�  = �ò�9 − !h� 

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz 

hã = &a = 6a� !96ò� = 9! , 6a� = 6ò�!�  

Zwei Messungen:       îõ = ïð + ñõ , îö = ÷ð + ñö 

Bayes’sche Schätzung �Ë,Ð̈ ,Ð­�h, 9J, 9�� = �Ë�h� �ò̈ �9J − !h� �ò­�9� − �h� 

�Ë|Ð̈ ,Ð­�h|9J , 9�� ∝ �Ë.Ð̈ ,Ð­�h, 9J, 9�� 

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz 

hã = d�� | � = 9�  =  6J�6�� &Ë + ! 6Ë�6�� 9J + � 6Ë�6J� 9�6J�6�� + !� 6Ë�6�� + �� 6Ë�6J�  

6Ë|Ð� = ì 16Ë� + !�
6J� + ��

6�� í�J
 

 

ML-Schätzung �Ð̈ ,Ð­| Ë�9J , 9�| h� =  �ò̈ �9J − !h� �ò­�9� − �h� 

Ergibt Normalverteilung mit Erwartungswert u. Varianz 

hã = &a =  ! 6�� 9J + � 6J� 9�!� 6�� + �� 6J�  , 6a� = ì!�
6J� + ��

6�� í�J
 

5.4 Grundbegriffe der Entscheidungstheorie 

X sei eine diskrete Zufallsgrösse, d.h. nur Werte in einer 

endlichen oder abzählbar unendlichen Menge S 

Dieses Problem heisst Entscheidungsproblem und kann in 

ein Hypothesentestproblem umgewandelt werden. 

Bayes’sche Entscheidungsregel 

hã = ℎ�9� =  arg minÌã � â�hã, h� È�� = h� �Ð|Ë � 9| h �
Ì ∈ ¢

 

MAP-Entscheidungsregel ( maximum a posteriori ) 

minimiert Fehlerwahrscheinlichkeit von Bayes 

hã =  arg maxÌ È�� = h� �Ð|Ë �9| h� 

ML-Entscheidungsregel    oft mit Entscheidungsgebieten 

hã =  arg maxÌ  �Ð|Ë�9|h� 
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5.5 LMMSE-Schätzung 

(linear minimum mean squared error estimation) 

Lineare Schätzfunkt. ℎ ∶ ��J, … , �L� minimiert d�ª�á − �ª�
 

Allgemein schlechter als Bayes Schätzung, dafür einfacher 

�á = ℎ��J, … , �L� =  � ℎ�  ��
L

��J
 

Satz 5.2 (Orthogonalitätsprinzip): �á =  ∑ ℎ����  genau 

dann LMMSE-Schätzung von � !%" �J, … , �L, wenn: 

dÖª£�á − �¥ ��ø ª× = 0          ∀ � = 1, … , 0 

d.h. Fehler �á − � orthogonal zu allen Beobachtungen 

Zu lösendes Gleichungssystem (mind. 1 Lösung): 

� ℎÎ  dÖ�Î  ��ø  × = d� � ��ø  �L
Î�J

 

Satz 5.3: LMMSE-Fehler 

d ù ª�á − �ª� ú = d ù � £� − �á¥22222222222 ú = d� |�|�� − d ù ª�áª�ú 

 

Affine LMMSE-Schätzung: zusätzliche Beobachtung 

�á = ℎ��J, . . . , �L� =  � ℎ���
L

��J
  + ℎ� =  � ℎ���

L
���

 

�� = 1 : „virtuelle Beobachtung“ erlaubt Einbeziehung  

               eines Mittelwertes 

 

 

 

5.6 Wiener-Filter 

Suche ein zeitinvariantes lineares Filter, s.d. die Schätzung 

minimalen quadratischen Fehler d ùª�á��� − ����ª�ú ergibt: 

�á�. � = ℎ�. � ∗ ��. �   =  � ℎ�0� ��� − 0�û
L��a

 

Fenster:  ℎ�0� = 0     �ü)  0 <  −_ , 0 > ê 

Berücksichtigt nur die ê + _ Werte ��� − ê�, … , ��� + _� _ > 0 ∶ verzögerte Schätzung ; _ <  0 ∶ Vorhersage 

 

Kann Filter durch Verzögerung L immer kausal machen 

ℎ��. � = ℎ�. −_� 
 

Wiener-Hopf-Gleichung   (Orthogonalitätsbedingungen) 

� ℎ�0� vÐ�ü − 0�û
L��a

= vËÐ�ü� , ü = −_, … , ê 

Mittlerer quadratischer Fehler: 

d ùª�á��� − ����ª�ú = vË�0�   −  � vËÐû
L��a �0� ℎ�0�222222 

 

FIR Wiener-Filter:  w)�0%0; ° = ê + _ 

 

Nicht-kausales Wiener-Filter: 

^�=� =  ®ËÐ�=�®Ð�=�  

 

5.8 LMMSE-Egalisation 
Anwendung e. nicht-kausalen Wiener-Filters zur Egalisation 

@�=� = ®ËÐ�=�®Ð�P� =  ®Ë�=� ^1�=�®Ë�=� ^�=� ^1�=� + ®ò�=� 

 

5.9 LMS-Algorithmus    (least mean square) 

�á��� =  � ���0� ��� − 0�¶
L��  

Adaptives Filter: zeitvariantes FIR-Filter mit 2 Phasen 

eingefroren: ℎ�RJ�. � = ℎ��. �         ;    adaptierend: 

ℎ�RJ�0� = ℎ��0� + I£ ���� − �á���¥ ��� − 0� 

I: Schrittweite; falls klein, „lernt“ das Filter langsam 

6. Trellis Algorithmen 

6.1 Viterbi Algorithmen 

Min-Summe-Version: Summe der Zweigmetriken 

ý�"� =  minÔþSNVS XU���X� � �
ý£$"����¥ + ý��� 

Max-Produkt-Version: Produkt der Zweigmetriken 

ý�"� =  maxÔþSNVS XU���X� � �
ý£$"����¥ ∗ ý��� 

7. Verschiedenes 

|! − �|� =  |!|� +  |�|� − 2 v(£!�2¥ 

 d ù ª�á − �ª�ú = d ù £ �á − �¥£ �á − �¥22222222222 ú 
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8. Tabellen 

 

 ' =  √1 =  (N ��  

tan′ h = 1 + tan� h 

sin� h + cos� h = 1 

cosh� h − sinh� h = 1 
 

cos�=� = cos�h� cosh�9� − ' sin�h� sinh �9� 

sin�=� = sin�h� cosh�9� + ' cos�h� sinh �9� 
 

 

 

Additionstheoreme 

 

Doppelter und halber Winkel 

 

Umformung einer Summe in ein Produkt 

 

Umformung eines Produkts in eine Summe 

 

Reihenentwicklungen 

 

Summe der ersten n-Zahlen 

 

Geometrische Reihe 
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Fourier-Korrespondenzen 

 

Eigenschaften der Fourier-Transformation 

 

Partialbruchzerlegung (PBZ) 

Reelle Nullstellen n-ter Ordnung: 

  rJ�h −  !�� +  r��h −  !��� + … +  rL�h −  !��L 

Paar komplexer Nullstellen n-ter Ordnung:  

qJh +  gJ�h −  !���h − !�� + … + qLh +  gL��h − !���h −  !���L +  
�h − !���h −  !�� = �h − v(�� + �&� 

Laplace- Korrespondenz 

 

Eigenschaften der Laplace-Transformation 
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Ableitungen 

 

Stammfunktionen 

 

Standard-Substitutionen 

 

 


