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1. Einteilung der Signale
Zeit
kontinuierlich diskret
Amplitude

Kontinuier W i
lich ‘

s WTTTTTWW TTT?HTDJ%TT?TWTT_

Zeit- & amplitudendiskret -> digital

2. Systemeigenschaften

. o y T Emgnngs&glml
Yy Ausgangssignal
Linearitat
Homogenitat: H(ax) = aHx
Additivitat: H(xy + x,) = Hx; + Hx,
Nullraum

N(H)={x €X:Hx =0}

Bildraum
R(H)={y=Hx:x €X}

Superposition

H(ax; + azx, + -+ ayx,) = ayHxy + -+ ayHx,

Achtung: gilt bei unendliche Summe nur bei stetiger Funktion!

Stetigkeit  dann und nur dann, wenn
(0] oo
H (Zaixi>= Zaini
i=1 i=1

zeitliche Verschiebung am Eingang fiihrt zu einer ebenso grossen

zeitlichen Verschiebung am Ausgang

H(x( =) = H)(- = 1)

¥t)=x(t—1)> y(t—1)

Kausalitadt
Ausgangssignal hangt ausschliesslich von vergangenen und/oder

momentanen Werten ab
() =6,OVEST - (Hx)E) = (Ho)E)VEST

BIBO-Stabilitat

bounded input — bounded output

3. LTI-Systeme im Zeitbereich

[oe]

y(t) = f x(t)h(t —t)dTt =x *h

—0o

o, t=0

Impulsantwort:  h(t) = (H6)(t), &(t) = {0 t #0

Sprungantwort: (h+ o) = [~ h(D)o(t— D) dr= [°_h(z)dr

Faltungseigenschaften

Kommutativ: X1 ¥ Xg = Xy % Xq
Assoziativ: (21 % X3) *x3 = X3 % (X3 * X3)

Distributiv: X1 % (X + X3) = Xg % Xy + X1 % X3

Graphische Faltung

1. h(t)spiegelnumt =0
rechts, t >0
links, t<0

3. verschobenes h'(1) mit x(t) multiplizieren

2. gespiegeltes h(t) verschieben nach {

4. Integrieren ( beniitze,dass oft h'(7) *x(t) = 0)

Zeitinvarianz

3h = LinearTimelnvariant — System = zeitinvariant

Kausalitdt bei LTI-System, wenn

h(t) =0 Vt<O0

Stabilitat

h € L',d.h. f |h(t)|dt < ©» — BIBO — stabil

4. Verallgemeinerte Funktionen

Testfunktion A(1)

b
x(©) = j x®Op©)dt € € [a,b]

Eichvorschrift: ffgo(t) dt=1

Funktional (S.24

[ee]

L(p) = j x(6) p(t) dt

reguldr: 3 x(t) stlickweise stetig,s.d. 1. (¢) = 1(p)

singulér: sonst

(1 +1)(p) = U(p) + () = Ly, (@) = L, (0) + Ly, (@)

lox (@) = (al,) (@) = al, () - (aD) (@) = al(p)

L, @) = [0 6, (Ox,Oe®) dt = L, (ue) - (xD() = (xp)

1 t—b )
(l°g)(¢)=—l<(p< )) firgt)=axt+b

|al a

Gerade verallgm. F.: V¥V @: l(p) = l(9),mit 9(t) = @(-t)

Ungerade ver. F.: ¥V @: () = —1([9),mit 9(t) = @(-t)



Deltafolge

5,0 =127

t € I, = [an, by] © _
el , f_chn(t)dt—l

Deltafunktion

(@) = | 8090 de = 9(0)
Rechenregeln
2 smdt=1
x(t)8(t) = x(0)8(t)

IZ 8t -t e®)dt = ¢(ty)
(8+h)(®) = h(t)

Eichvorschrift:
Produkt:
Siebeigenschaft:
Verschiebung: 6(at + b) = L (t + 2)
g T al a

Gerade Funktion:  &(t) = 8(—t), §(t —ty,) = 6(ty — t)

Faltung verallgemeinerter Funktionen
(lx1 * lxz)((p) = lxl(xz(_ ) * @)
(x+ @)@ = L(ot—)) = L(¢)

(ls+ 1) = L(p) = (5+x)(t) =x(t)

Differentiation verallgemeinerter Funktionen (5.32)
DL (p) = Li(p) = — L(¢")
Dl(p) =1U(ep) —1(p")
(xD)'(p) = x"l(p) + xU'(p)
(1+ 1) (@) =U'(p) + I'(¢)
D™ I(p) = 1™ (p) = (D)™ I(p™)
D™ L (p) = L,aw(p)

Dx(t) = x'(¢) + (x(ty™) — x(£,7)) 6(t — to)

Produktregel:
Additivitat:

Deltafunktional:  l's(@) = — ¢'(0)

Sprungfunktion: D o(t) = 6(t)

5. LTI-Systeme im Frequenzbereich

LTI-System mit absolut integrierbarer Impulsantwort (5.37)

- stationdrer Zustand aus Einschaltvorgang eines sinusformigen Eingangssignals

y(©) =5 R(f) e2mirt

Fouriertransformation

£(F) = (FO)(f) = f x(8) et dy
x@®) =(F1f)0®) = f % (f) e?™t dt

Rechenregeln

[ee] [ee]

f x(w) ¢(u) du = f () e(u) du

L(F @) = lpx(@)

F () =I(F ¢)
F71 () = I(F ™ )

(F20(f) = x(=f)
(FH22)(®) = 2(-1)

Fx'=2mifx
(Flx*»))(H) = 2(HI)

Sprungfunktion transformiert

s()=F1 =f e?™tf df o F71§ =j §(fle*™ df =1

—o00

Periodische Signale an LTI-Systemen

[ee]

. oy
x(t) — Z Cx e2mikt/T _ y(t) — Z Ckh(?> e2mikt/T

k=—oc0 k=—oc0

Poisson’sche Summenformel

[oe]

- 1 _k .
_ — _ 2mikt/T
Z Rt - kT) == Z h<T) e

k=—c0 k=—o0

Anwendung der Fouriertransformation auf LTI-Systeme

Absolut integrierbar: |ﬁ(f)| < fj:olh(t)l dt, l}}m h(f)=0

Riemann-Lebesgue: hunstetig — h ¢ L' — NICHT BIBO — stabil

Verzerrungsfreies System (formgetreue Ubertragung)

y(@) = kx(t—to) ; h(t) =k5(t —ty)

Idealisierter Tiefpass (S.46)

Frequenzgang

< el .
h [ (f)]

0.  sonst

-~ 1. < f,
mm{ < 1

=Ty \\‘-\ fq e(f) = —2rfto

Impulsantwort

o sin(2af,(t —to))
If(” — qum

to—55 fo totgp
System ist weder kausal noch BIBO-stabil ( H(f) ist unstetig)
Sprungantwort

alt)

Tangente mit maximaler
Steigung 2f, beit =1,

t. = -’Lh (Einschwingzeit)

- maximale Steigung ist proportional zur Grenzfrequenz

- Tiefpass mit hoherer Grenzfrequ. kann Signalanderung schneller folgen

Kausal machen: h(t) nach rechts verschieben und fiir t < 0 zu Null setzen
Stabil machen: Kanten von h(t) abschragen, dh. falten mit Rechteck



Bandbegrenzte Signale (S.48)

Bandbreite von x ist kleinstes W, s.d.
(x * hTP,W) @®)=x() vt
x(f) ETP,W(f) =2(f) Vvf
hrew (f)
1

- 1. | < W
hrpw(f) = {“ 1<

sonst.
f

Bernstein-Ungleichung

Signale mit kleiner Bandbreite nur langsame Anderungen im Zeitbereich

w
x(t) = f g(f) e*™tdf,gel' = # < 4nW maxlx(r)l
-w
6. Abtasttheoreme
Periodisches Signal
e T
x(t) — kz C eZm'kt/T , C = % fx(t) e—Zm'kt/T dt
—— 5

(4. at

x(f) = i ¢, 6

k=—c0

Abtastung (S.52)

Zeitliches Abtasten ergibt ein periodisches Spektrum, das durch
periodische Wiederholung des urspriinglichen Spektrums F(f) entsteht

im Zeitbereich

oo

x(t) - 6.(t) = x(kT) = §(t — kT)
02
1 ~ k
(Fc-60) =7 ). % (r-7)

k=—00
Im Spektrum/Frequenzbereich

a0 =00 35(13) = 3+ (1)

-0 k=—o

xs(t)zT-<x* Z 5(- —kT))(t)zT Z x(t — kT)

k=—c0 k=—o0

Kritische Abtastung : fs = 2 f;  (Niquist)

o f A” f :’!

Uberabtastung : f; > 2 f,

ML

Unterabtastung : f; < 2 f;  (Aliasing)

A

Rekonstruktion mit idealem Tiefpassfilter

Hrp : Grenzfrequenz fy, Ampitude T

Shanon-Theorem
Ein fg-bandbegrenztes Signal kann aus seinen Abtastwerten

eindeutig rekonstruiert werden, falls f; = 2 f, .

Abtastfrequenz: f; = %
Niquistrate: f; = 2 f,

Rekonstruktion méglich, falls x(t)=0 V|t > g
Interpretation als Interpolation (S.55)
sin <77-€ (t— kT))
y(©) = x(©) = Z x(KT) —7
R T (t—kT)

7. Zeitdiskrete Signale & Systeme

Xq(0) = Z xq[l] e~ 2mild =

l=—00

- 1 © . (0 - k)
T T
k=—o0

Zeitdiskrete Fouriertransformation

[oe]

£4(0) = Z xg[n] ™2™ 9 =fT = ! € [0,1]
< fs
n=-—oo
Riicktransformation:

1
x4[n] = J- %4(0) e2™m8 dg
0

Zeitdiskretes System ist LTI, falls

Linearitat: H(x; + x,) = Hx; + Hx,, H(ax) = aHx

Zeitinvarianz: H(x[- —ng]) = (Hx)[ - — nol

Impulsantwort

1, n=0
x[n] = Z <k oln—k . o= {y o0
k=—o0
yInl = " x[k] hln ~ k]
k=—o0
Differenzengleichung (S.60)
apyln—kl= ) byx[n—m]
N ak M bm
yln] =;—a—0 yln —k] +n;a—o x[n —m]
xy[n (; JAddition™

AMultiplikation®

WLeitverzogerung™




8. Diskrete Fouriertrafo (DFT)

Fur ein Signal der Ldnge N muss das Spektrum N mal abgetastet werden

N-1

k .
f(ﬁ) = 2 x[n] e~ Zmikn/N o X[k], k=01,..,N -1

n=0

kn

DFT- Matrix: [Fulkn = wy

Fy

FyFy = N1y = FyFy"

Diskrete Fouriertransformation (DFT)

N-1
2[K] = Zx[n] e=2mkn/N | 2k 4+ N] = R[k]
n=0
1 N-1
x[n] = N %[k] e?™nk/N - x[n+ N] = x[n]
=0
~ 1 H -~
X=Fyx , X = N Fy' x
Zyklische Faltung
N-1
x5l = ) il xll—n], %0k = 240K 2,0k
n=0

Lineare Faltung -> Zyklischer Faltung (S.66)

1. Zero-padding : Auffillen der Signaleauf N > P+ L —1
2. Berechnen der N-Punkt DFTs, d.h. %; u. X,
3. Berechnen des Produkts %3[k] = %;[k] Z,[k]
4. Inverse DFT, wobei Signale periodisch
N-1

- %[l = %1[n] %[l —n]

n=0

9. Fast Fourier Transformation (FFT)

Komplexitdten

Faltung direkt: O(N?)
DFT: 0O(N?)
FFT: O(N *logN )

Cooley & Tukey: max. Komplexitat von 4 N log,(N)

Idee: ,Divide et impera”: n = log N mal halbieren

10. Hilbertraume

Hilbertraum: linearer Raum, der mit einem inneren
Produkt ausgestattet und vollstandig ist

ONS: Orthonormalsystem

Abtastreihe (5.79)

Raum der 2 f, — bandbegrenzten Signale:

® in(ZE (¢ —
O - Z D) sm;T(t(i k:)T))

k=—00

Dann bilden folgende Funktionen ein ONS:

®?,(t) = L —Sin (% (- IT)) =

VT 2 (t—1T) m(t—1T)

sin (75 (¢ — 7))

10. Good to know / Verschiedenes

Laplace
Y(s) = H(s) * X(s)
Sin / cos
iz _ e iz
sin(z) = 57
eiz_l_ e—iz
cos(z) = —

e'? = cos(z) + i * sin(z)

Verschiedenes

n

yln] = Z x[k] = x[n] + x[n — 1] + -

k=—oc0
1 T T,+T T. <T
h(t)={ 1 <t<TtT = Jt-Tl<y
beliebig — setze = 0

. . sin(...) .
— Fouriertransformiert: * e 2T Ty

. N 3
Wy = e—zm/f — (6,—271'1/N)2 — (‘UN )2



11. Tabellen Additionstheoreme Reihenentwicklungen

sin (o = ) = sina cos 8 £ cos asin 3 - o0k
. T y = T C = —_—
i = \/T = elf _ . . € Tt Z i
cos (a £ ) = cosacos 3 Fsinasin k=0
I 2 .2 o
tan'x = 1+ tan®x tan o & tan 3 log(l—i—r):r—%——!—-~ :Z(_ljk_pl
tan (a = 8) = 2 —= k
sinx 4+ cos?x =1 1 Ftanatan g -
n T
1 " =1 o A _‘_k
cosh? x —sinh?x = 1 ) (1+2) +(1)l+ Z (k)r
Doppelter und halber Winkel k=0
(2) = cos(x) cosh(y) — i sin(x) sinh(y) o S
cos(z) = cos(x) cosh(y) — isin(x) sinh(y . 1 sing =1 — —4--- = (—)F—rx
sin2¢ = 2sin @ cos g sin? f =—(1—cosy) 3! k=0 (2k + 1!
sin(z) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y) 2 f .2 . L2k
o e — _ 1vk
cos2¢ = cos® g —sin® ¢ cos? % = 5(1 —cos ) cosz =1— o1 T = l;J(_” (2k)!
- ) 2tangp 5@ l—rcosp 3 oo 2kt
tya = (0 e P an2p = —— & - = T LT
Grad | Rad sing | cose | tang tan 2¢p T tan? o tan” 2 = - ap— arctans =z — o 4 = ST (=1)k T
' k=0 F+
o] i ] . . N .3 o0 W 2k+1
0 0 0 1 0 Umformung einer Summe in ein Produkt Sinho — 74+ —— 4+ ... — L
3| £ (2 +1)!
3° | gm || 3 | F | F o L atB a—p =
sin o + sin 3 = 2sin cos coshz = 1+ — 4. :Z
2 2 2! (2k)!
45° 1 V2 V2 1 = (2K
1 2 2 . . a+p . a—p 23 o 2k+1
sina — sin 8 = 2 cos sin artanhz =24+ — + ... = Z —
60° 1 V3 1 V3 2 2 3 = 2k + 1
- 3’ 2 2 ' a+ B a— B
cosa + cos B = 2cos cos s q Jahi
9”0 ‘lﬂ 1 U 2 umme der ersten n-Zahlen
2
cos o — cos 3 QSinOH_Bsin&_ﬁ
. ; —_ = — n p
120° %Tr § —% —/3 9 9 Zk:1+2_’_.“_’_n:-n.(n+l)
2
k=1
3 2 2 . .
135° T % — % -1 Umformung eines Produkts in eine Summe
5 1 3 3 . . Geometrische Reihe
150° T 5 —% —% 2sinasin 8 = cos (a — ) — cos (a + f3)
2cosaxcos 3 =cos(a — + cos (o + n n+1
180° T 0 —1 0 . ( 6) ( 5) Z;rkzl—i—a‘—i—-“-l-a‘”:l_l
2sinacos 8 = sin (a — ) + sin (a + B) =0 I



Fourier-Korrespondenzen

f(t) f(w)
w2
o—at’® ﬁc Ia
a
—alt 2a
e al | m

Eigenschaften der Fourier-Transformation

Laplace- Korrespondenz

Winkel - Werte

Eigenschaft f@) f(w)
Linearitat Af(t) + pg(t) )\f(w) + p1g(w
Ahnlichkeit flat) a>0 ﬁ A(i)
f(t—a e_“i”]? w
Verschiebung ( ) («)
e f(t) flw—a)
| F ) ()" f ()
Ableitung
tnf(t) inf(n)(w)
Faltung f(t) = g(t) A(w) - g(w)

Partialbruchzerlegung (PBZ)

Reelle Nullstellen n-ter Ordnung:

4y Az An

G- a-az T G e

Paar komplexer Nullstellen n-ter Ordnung:

Bix + C4 - Byx + C, 4
x—a)x—a) 7 [ a)lc— a)l”

(x — ap)(x — @) = (x — Re)? + Im?

@ F(s) @ F(s) Grad | Rad sing | cosy | tang
a(t) 1 H(t —a) e s 0° 0 0 1 0
1 at 1 o 1 1 +/3 3
! s © —a 30 § 5] 5 e
1 at 1 : :
! 2 te )2 a5° | qm || | F |
n n! n_ at n! -
t mTES| tve Gs—a)n Tl 60° i @ : V3
a a
S1n ((Lt) m blllll ((lt) m 900 %ﬂ' 1 0
B s N s . -
cos (at) - cosh (at) - 120° %W @ _% /3
Eigenschaften der Laplace-Transformation 135° %W g —g —1
Eigenschaft F) F(s) =° i l _ ﬁ — ﬁ
g 150 e 5 5 3
Linearitét AF(t) + pg(t) AF(s) + uG(s)
Ahnlichkeit flat) a>0 1p(2) 180° T 0 —1 0
Verschiebung im Zeitbereich f(t—to) e s (s)
Verschiebung im Bildbereich et f(t) F(s+a)
fr(t) sF(s) = f(0)
Ableitung im Zeitbereich 17(t) st(s) — sf(0) — f/(0)
F) s"F(s) — Z;:;ol f(k>(o)5n—k—1
—tf(t) F(s)
Ableitung im Bildbereich t21(t) F'(s)
(—t)"f(¢) FM(s)
Integration im Zeitbereich fc: f(u)du %F(s)
Integration im Bildbereich %f(t) f:c F(u)du
Faltung HOEYIO) F(s) G(s)
Periodische Funktion flt)y=ft+T) 1—c1*-°-T fg- F(t)e=stdt




Ableitungen

[z, Va2 + 22)dz
[ Flz, Va2 —a?)dz

r — asinht

x — acosht

dr = acoshtdt

dr = asinhtdt

Potenz- und Exponentialfunktionen Trigonometrische Funktionen Hyperbolische Funktionen
f(x) f(x) Bedingung f(x) f(z) f(x) fi(z)
™ nan—1 n € Lxg sin cos T sinh « cosh x
™ nan—1 n €y, r#0 Cos T —sinw cosh x sinh x
. ~a—1 . R 1 , 1
z® ar® ac€R x>0 tan T - tanh x —aTa
log x 1 x>0 arcsin L arsinh x L
g z 1—x2 :02+1
e® e® arccos T 1 arcosh z L
1—ax2 z2-1
. . 1 ot - 1
a® a” - loga a >0 arctan x a7 artanh x "
Stammfunktionen
f(x) F(z) Bedingung flx) F(x) f(x) F(x)
™ T}rl ot n€Zsp é log || sin (wt) sin (wt) % — L"iiﬁ)
™ n}rl zntl nele_g, v#0 tan x —log | cos x| sin (wt) cos (wt) 7C054(#
z° ﬁr“*l a€R,a# —1,z >0 || tanhz log (cosh x) sin (wt) sin (nwt) | 2522 (“t’s""(zﬁ’fﬁ)‘ (wt) cos (nwt)
logz | rloge —x r >0 sin? x %(r —sinx cos x) sin (wt) cos (nwt) nsin (wt) sin (’1?22-?;; (wt) cos (nwt)
et® %e” a#0 cos? x %(r +sinzcosx) cos (wt) sin (nwt) sin (wt) sin ("wjz;rf;;; (wt) cos (nwt)
a® l;;a a>0,a#1 tan? z tanx — x cos (wt) cos (nwt) sin (w?) cos (n“::()f_"ncgc)s (wt) sin (nwt)
Standard-Substitutionen
Integral Substitution Ableitung Bemerkung
ff(r r2+1)(1;r r =tant dr =tan2i+1dt 1€ Uper (.’c.T— z km+ 5)
P le e k EL,L,‘ ] 2 5 2
2
[ flz. Vax +b) dx T = ta—_b doe = %fdt t>0
[z v ar? +br +c)dr 1z + % =t dr =dt t € R, quadratische Erginzung
[ f(z, Va? —22)dz x =asint dr = acostdt -5 <t< g, 1- sin? x = cos?

t € R, 1 +sinh? z = cosh? =

t>0, cosh?r — 1 =sinh? =z

G sh ) | inhz = =l cosh = 241
[ F(e®, sinhz, coshz)dx e =t dr = $dt t >0, sinhx = 5=, coshz = —
o o . T . 2 .= T _ 2t o 1-¢?
[ f(sinz, cosz) da tan § =1 da fmgdt g U< g,sinr =37y, 08T = g



