Analysis Il Zusammenfassung

Andreas Biri, D-ITET 19.01.14

1. Partielle Differentialgleichungen

Ordnung: hochste vorkommende Zahl von Ableitungen

Eindimensionale Wellengleichung

Uge — c? Uy = 0
Losung: jede Funktion der Form
ulx,t)=F(x—ct)+G(x+ct)

D’Alembert
Fiir gegebene Anfangsdaten

u (‘xlo) = f(x)!ut (X!O) = g(x)
Wird das Anfangswertproblem geldst durch

x+ct

1 1
u(x, t) =3 (f(x+ct)+f(x—ct))+2—c f g(s)ds

x—-ct

2D : kein D’Alembert -> Separationsmethode

2. Lineare Differentialgleichungen

Homogen/Harmonisch: Au = 0 ,wobei Au linear in u ist
Inhomogen: Au = f(x,t)

Allgemeine Losung

u, : partikuldre Lésung der inhomogenen Gleichung

U : Lésung der homogenen Gleichung Au = 0

u(x,t) = u,+U

Separation der Variabeln

Ansatz: u(x,t) = X(x) = T(t)

e X't _

- T =« X0 = A = const.

FurX'"(x) = g X(x) sind Losungen:

X(x)= ¢ e‘/%x + ¢, e_\/%x

i) A=0: X(x)=ax+b

Fur T'(t)= AT(t) : T() =cx* et

Bei homogenen Randbedingungen X(0) = X() =0

>x=0:B=0 ; x=1: A*sin(flwl) =0

2

5w =om di= —aw?= —a—n?
n — l 4 n — n — lz
(0 = To(®) * Xa@) > ¥@O= ) un(x,0)
i=1

Inhomogene lineare PDG

Suchen eine partikulédre Losung u,, (x, t)

Ansatz, dass u,, nicht von t abhingt

P

—->RB=0 : u(0,t) = u(m,t) =0

aup _ dup _
" o =0 ,up(O) *0

= u(x,t) = U(x,t) —u,(x)

Inhomogen: — u,(x):

X(x) =Ax*sin(wx)+ B+*cos(wx), w= |— A

3. Losung v. PDG mittels Fourierreihen

[oe]

u(x, t) = Z cy(t) e2™nx/T |

n=—oo

T Periode

T
1 .
cp(t) = 7 fu(x, t) e 2minx/T gy
0

Fur ein Anfangswertproblem u(x,0) = f(x) ist

¢, (0) = Fourierkoeff.von f(x) =+ [T F ) em2mne/T gy

Ungerades Fortsetzen von Funktionen

Fur u(x, t) auf Intervall [0,1], setze ungerade fort
. l
— 2lperiodisch: 2nR=21 —- R= -

Wissen: Solche Lésungen sind

[ee]

u(x, t) = Z a, (t) cos (ZTﬂn x) + b, (t) sin(? x)
n=1
1 1
an =% fu(x,t)cos(zTn nx), b, =E fu(x,t)sin(nl—n x)

l
0 0

Wiarmeleitungsgleichung  u; = a u,,

2
t

—am?
= by(t) = by(0) e e
Schwingende Saite Ciz Upr = Uy

cmn
- b,(t) = A, *cos(w, t) + B, *sin(w, t), Wp ==~

A, B, Fourierkoeff. der Anfangsbed. u(x,0),u.(x,0)



Schwingende Membrane

Randbedingung:  u|gzp =0

Rechteckige Membran

Ansatz:  u(x,y,t) = X(x) *Y(y) * T(t)

T"=aT, X'"=pX, Y'=yY
1 2 2
C—2a=[)’+y - Bct=a—cy

Kreisférmige Membran

Ansatz:  u(r,@,t) = F(r) = G(p) * T(t)

Fur Ableitungen von G und F : nochmals Separation d V.

Fouriertransformation auf R"

1
2m)"

Fo) = f Flk) e dke, .. dk,
Rn

fk) = ff(x) e” kX dx, ...dx,
]RTL

Ableitungsregel

i k) =ik; f(k
(a)()—l i f (k)

<

A= —ly?

Randbedingungen gegeben -> Fourier

Anfangsbedingungen gegeben -> Laplace

4. Die Warmeleitungsgleichung

utzaAu H u(x,0)=f(x)

Mittels Fouriertransformation wird gezeigt:

u(x,t) = f f(x") K (x —x") dx’

mit Warmeleitungskern

- 0%

1 2. L , e 4at
Ko(x—x") =— fe—ak t+Lk(x—x)dk=—
i ) 2m Vamat

f Ki(x—x")dx'=1, K,(x—x')>0

Fur inhomogenes Problem: u; — @ u,, = g(x,t)

Periodische Anfangsbedingungen: Sep.d.V. / Fourierreihen

Ansonsten: Laplace

oder Ansatz:  u(x,t) = Y-, w,(t) sin (nL_T[ x)

In 3 Dimensionen:

u =aldu- ulxt)= ff(x') K. (x —x") dx; dx; dx;
]R?’

1 e
3 e 4at

(4mat)z

Ko(x —x') =

Funktion ungerade fortsetzen ( Randbedingungen )

= f(x)= ZDn*sin(er x)

5. Wellengleichungen ( auf R3)

U =c?Au
Anfangswertproblem: u(x,0) = f(x), u.(x,0) = g(x)

Inhomogen: homogenisieren mit u(x,t) = v(x,t) + w(x)

Ansatz:
u(x, t) = Z a, (t) sin(w n x)

n=1
Lésung:

1 .

— 5 ikx
u(x,t) = )3 fu(k,t)e dk
]R3

. 2 glk)
U(k,0) = f(k) *cos(|k|*ct) + T *sin( k| xct)

Lemma 6.1 : Fur R > 0 gilt

sin(|k[+R) _ 1

iky 5
= e dw Sp={yeR R
Ik| 4R Isg (), Se={yeR|lyl=R}

Mit dem Lemma 6.1 kann gezeigt werden, dass

Kirchhoff:

Cd |1
uGd) =3 [ [ fG 4 9) dow)

Sct

1
f gx+y)dw(y)
Sct

_l_ -
4mc3t

Huyghens-Prinzip

u(x,t) hangt nur von fund g auf einer (beliebig kleinen)
Umgebung der Spahre mit Radius ct um x ab

Gerade Dimension (2D) : hdangt von ganzer Kreisscheibe ab

Ungerade Dimension (3D) : hdngt nur vom Rand ab



6. Laplace-Transf. & lineare PDG

F(s) = ff(t) e st dt

Betrachte Fallx=0: = zB. U(0,s) = L[f]

7. Laplace-Gleichung

Dirichlet-Problem

Gegeben ist eine Funktion f auf dem Rand dD von D
Suche u(x)auf Dmit Au =0,u |gp = f

n=2: D={(x,y) € R?|x2+y? <a?}

In Polarkoordinaten:

21

u(r, p) = f K(r 9, ¢") f(9") dg’
0

a? —r?

K ==
0 = S T 2ar costo — ) + 12

Poisson-Formel (fir kartesische Koordinaten)

Ulap = f D={x € R"||x| <a}

— Ixl

u() =5 f o [ o)

L
uGe) = 7 f o [ d)

41a x'|3

Mittelwertprinzip

Ist u harmonisch auf einem Gebiet D ( Au = 0), so ist fur
jedes x € D, und jede Kugel in D um Mittelpunkt x

u(x) = Mittelwert von u auf dieser Kugeloberfldache

Maximumprinzip

Ist u harmonisch auf einem abgeschlossenen und
beschrankten Gebiet D, so nimmt u sein Maximum am
Rand von D an.

Die § - Funktion

o, x=0
6(x)—{0’ x #0

f 5(x) 9(x) dx = ¢(0)

Dies lasst sich beweisen durch

&

1/¢ [x] <=
6 = limé, , 6, = 2

&£-0

P , ffom Se(x)dx=1

0 [x] >=
2

Das Coulomb - Potential

Au= 6
Lemma
1
in R3: A= = —4x§
r
in R?%: Aln(r) =2mé

Poisson - Gleichung

Au= —4mp

_ 1 ’ dr
ux) = D!|x—x'| p(x') dx

Green’sche Funktionen (auf beschrinkten Bereichen)

Sei D ein Bereich in R3 mit Rand dD. Eine Funktion
G(x,xy) auf D x D heisst Green’sche Funktion, falls

AG(x,x5) = 6(x —xp) , G(x,x) =0 Vx €dD

Satz 1: Green’sche Funktionen sind symmetrisch, d.h.
G(x,x0) = G(xg,x)
Satz 2: Ist f eine Funktion auf D, h eine Funktion auf dD
ulx) = f GQx,x") f(x") du(x") + JDﬁ G(x,x") h(x") dw(x")
D abD
|6st das Dirichlet-Problem  Au=f, ul|zp =h

Spezialfall: fir u |;p = h = 0 féllt der zweite Teil weg

Satz 3:
Sei (®;),1 € A ein System reelwertiger Funktionen auf D, s.d.

Ay =— 20 By lap = 0 [yl = U|¢A|2du(x>=1
D

s.d. sich jede Funktion auf D mit ¢ |4p = 0 als Reihe in @,
schreiben ldsst. Dann ist die Green’sche Funktion fiir D gleich

1
G(rx) = = D 5 ) Palxo)

AeA

2. Green’sche Formel

f(ng—gAf)du(x)

- f (FG0) Dy g(0) — g() Dyt f(x)) dew(x)
dD

wobei D5 f(x) die Richtungsableitung vonfin x € dD in
Richtung d. n. aussen zeigenden Normeleneinheitsvektors

3



Fundamentalldsung d. Laplaceoperators auf R?

1
F(x:y'fﬂ)) = Eln( (X _5)2 + (y—ﬂ)z)

Setze G mit d. Losung so zusammen, dass 0 auf Rand

Moglichkeiten, den Fall D = Kreis/Kugel zu behandeln

Mu=f,ulap = h

1. Greensche Funktion fiir Bereich

2. Lose zundchst mit der Greenschen Ix—;x fir ganz R3

|
Au=f auf R3 - Lésung u,
Lose dann mit dem Poissonkern

Au=0,ul|gp =uq|lgp — LOsungu,

= U=1u; — U,

8. Die Methode der Charakteristiken

Eine PDG erster Ordnung fur u(x,t) heisst

- quasilinear, falls

alx, t,u) *u, + b(x, t,u) *u, = c(x, t,u)

- linear, falls

a(x,t) «u, +b(x, t) *u, = c;(x, t) + c,(x, t) *u

Spezialfall d. Satzes von Cauchy-Kowalewskaja

Sei a(x,t,u) = 0. Fur jede Funktion f(x) gibt es eine
Funktion T(x) > 0, s.d. das Cauchy-Problem

alx, t,u) *u, + b(x, t,u) *u, = c(x, t,u)

u(x,0) = f(x)

eine Losung u(x,t) im Bereich { (x,t) |0 <t <T(x)}

Methode der Charakteristiken

Suche Kurven t = (x(t),t), langs derer sich die PDG auf
eine gewohnliche DGL reduziert (nur mit einer Variabel).

Suche fiir jedes x, € R eine Funktion t — x(t, x,) mit
x(0,x,) = x¢ , s.d. die PDG eine gewthnliche DGL fur
z(t, x9) = u(x(t, x,), t) ergibt.

Algorithmus
ur+c(x,t,u)*u, =dx,t,u) ,t =20
ulx,y () = £(x)

1. Fir jedes xo 16se man das System

x'(t) = c(x(8),t,2()),
z'(t) = d(x(t), t,z(t) ),

x(y(x0)) =xo

z(y(x0) ) = f(x0)

Nenne Losung:  x(t,xy), z(t, xg)

2. Die Losung u ist implizit gegeben durch
u(x(t,xg),t) =2z(t,xy) Y X,

3. Lose folgende Gleichung nach xo auf

x(t,xy) =x vV x

Und setzte in die Funktion zein= u

Spezialfalls: y(x) = 0 (oft)

Jede durch t parametrisierte Kurve t - (t,x(t), z(t) ), die
die Gleichungen bei 1. erfiillt, heisst Charakteristik.

Fir eine spezielle durch einen gewissen Punkt ( ..., s ),
setze die Anfangsbedingungen entsprechend ( xo / yo )

2. Algorithmus

a(x,y) xu, + b(x,y) xu, = co(x,y) *u + ¢, (x,y)
u(xo(S)J’o(S)) = up(s)

x(t,s)=a , x(0,5) = x4(s)
y(t,s).=b , ¥(0,5) = yo(s)
ult,s)i=coxu+c; , u(0,s) =uy(s)

= Rucktrafo: (t,s) » (x,y) = u(xy)

Erhaltungsgrossen und Schocks

Burger-Gleichung ( ohne Viskositat )

u+uxu, =0 , ux0)=hkx)
c(x,t,z) =2z, d(x,t,z) =0
Charakteristiken sind Geraden, die sich schneiden kénnen!

Dazugehoriges physikalisches Problem

du+1d 2_0
at " 2dx b T

Durch Integration gilt fir alle a < b die schwache Losung

Q..lg_‘

b
tfu(f,t)df + %[u(b,t)z—u(a,t)2]=0

Schocks

u(xo + t * h(xp), t) = h(xo)
x(xg,t) = x¢ + t * h(xy)

Ausbreitungsgeschwindigkeit nach kritischem Punkt «

a’(a)=% (u (@) +ut(@)) t>a



Erhaltungssatz

u+d, Fu) =0 - u;+F'(u)*u,=0

x'"=F'(u), z'=0-> z=1u,

= x({t)=F'(uw)*t+x,

{ul Xy <0
Un =
07 |u, X9 >0

Annahme: u hat nur Sprungstelle in x = y(t)

Schockwelle: F'(u,) < F'(u))

F(w)—F(u)

! t -
y'(®) —.
_ (w x < y(t)
u(x,t) = {ur x> y(t)
Verdiinnungswellen: F'(u,)>F'(u)
U x < F'(u) +t
x
u(x,t) = g(?) F'lu)*t<x<F'(u)*t
U, x>F'(u,)*t

wobei g = F'"'(w) (Inverse)

9. Lineare PDG verschiedener Ordnungen

PDG erster Ordnung

Axu+Bxu, =C

Charakteristiken: x' = %
Werte auf Charakteristiken: z' = %
Anfangswertkurve: t=y(x) -ty = y(xy)

Differentiation von u(x, y(x) ) = f(x) nach x gibt

Uy * 1+ u xy'(x0) = f'(x0)

Gleichungssystem fiir u, (xq, to), U (%o, to)

Axu + Bxu, =C
Yioru + 1 xu, = f(x)

ist eindeutig bestimmbar, falls

A
#0 ,alsoy'(xy) +—

dt[
€ B

V’éfo) ﬂ

A
3 ist gerade die Steigung der Charakteristik ( x*)

PDG 2. Ordnung ( in zwei Variabeln)

AxUyy + 2B * Uy + CxUyy = D *uy + Exu, + F

heisst in einem Punkt ( x, v, )

elliptisch >0
parabolisch o det A(x0,Y0) B(XOIyO)] S N
hyperbolisch B(x0,y0)  C(x0,¥0) <0

semidefinit, aber nicht definit
indefinit

= 0 = () (4 5)() -

{ positiv od.negativ definit

einen Eigenwert = 0
haben verschiedene Vorzeichen

. A B haben gleiches Vorzeichen # 0
& Eigentwerte v. (B ) = {

Beispiele
(1 _0 ) hyperbolisch
(g ?): (% OCZ) parabolisch
0 -1
((1) (1)) elliptisch

Bedeutung dieser Klassifikation

Seien Anfangswerte fiir u, u;, u, auf y = y(x) vorgegeben

V= (z;) = (y,gx)) Tangentialvektor an y

Richtungsableitung in Richtung v : D,, u,, D,, u,,

A *Uy + 2B *Uy, +C xuy,, = ..
Vp* Uy T Uz *Uy, =Dy u,

Vg Uy, + U *Uy, =Dy,
A 2B C
det<v1 v, O)ZA*UZZ—ZB*U1UZ+C*U12 =Q(—vy 1)
0 v; v,

Elliptisch: stets # 0
hyperbolisch: Problem, falls Q(—v,,v;) = 0



Charakteristik der hyperbolischen PDG
Eine Kurve in der x,y-Ebene heisst Charakteristik der hyp.
PDG A * Uyy + 2B * Uy, + C Uy, = ..., fallsin jedem

ihrer Punkte ihr Normalenvektor die Gleichung erfillt:

(ni)T (A B) (ni) =0
n, B C/\n,
oder auch An? +2Bnmn,+Cni =0

Normalenform einer hyperbolischen PDG

Fur eine hyperbolische PDG gibt es Koordinaten &, 7, s.d.
mitw(&,n) =u (&(x,y),n(x,y)) die PDG dquivalent ist
zu einer Gleichung der Form

wg, = Terme niedrigerer Ordnung

Die Charakteristiken von wg, = 0 sind ¢ = const,n = const

= Suche &, n, s.d. die Niveaulinien von §, n die
Charakteristiken sind !

Konstruktion von €, n

¢, n miissen wegen des Satzes folgendes erfiillen
(0 *) _ (fx fy) (A B) (Ex r/x)
* 0 Ny My)\B Cc/\§ mn,
ASZ+2BEE, +CE =0
Ang+2Bnm, +Cn; =0
Suche ¢, n, s.d.

A& +(B+ VB2 -4C) & =0

Ane+(B—VB2—4AC) 1, =0

Lose PDG fir €, n mittels Methode d. Charakteristiken !

= ulx,y) =F({(x,y),n(x,y))

Koordinatentransformation

(A B)=<€x fy)(A B)(é’x nx>
B ¢ Ne My)\B C/\§, my
Reguldre Transformation (Vorzeichen d. Det. unverdndert)

det (;; ;Z) £0

Normalenform von PDGs

AUy +buyy +cuy, +duteu, +fu+g=0

Siehe Beiblatt

10. Variationsrechnung

Minimalflachen

D Gebiet in R?

y:dD—-> R I ¢ R® Graphvony

Suche eine in I' eingespannte Flache mit minimalem
Flacheninhalt

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum

Fir jede Funktion p aufDmit Y |zp =0 gilt

d
8 AG) (W) = = A(u+ e9) |z = 0

Fiir eine Funktion

E(u) = JF(x,y, Li(w),L,(w), ..., L,(w) ) dxdy

D

wobei Li(u) linearer Operator (zB. L(u) =y / U / Uyy; )

- dF
=SF(u+eyp)=F)+ szﬁ(u)Li(lp)+ g2 % ...

d o dF
= EA(U‘F Slp)lg:‘):j<ZdLi(u)Li(¢)>dxdy

i=1
Fallunterscheidungen bei Randbedingungen !

Y @, also auch fiir p(0) = (L) = ¢ (0) =0

Bsp

A(u) = f /1+u§+u32, - Au = 0 fiur Minimum
D



11. Verschiedenes

Laplace-Operator
d? d? d?
oz ayr T az

= AU = Uy + Uyy + Uy,

2 2
Ao 1d 1

Polarkoordinaten: = -
dr?2  rdr  rZde?

. 1

Kugelkoordinaten: A= A, + = Ag

> 2d d? d 1 d?
-— , A —+cotf—+

A =—— = -
rSar trar 907 4g2 do ' sin? 6 de?

Mehrdimensionale Kettenregel
gr,e)=f(x(r,9)y(r,¢))

4o _ dg dr . dg do

dx dr dx de dx
Wichtige PDG-Beispiele
Poisson-Gleichung: Au=4mp
Wellengleichung: Au = Ciz Ut
Warmeleitungsgleichung: U = alu

Euler-Gleichung ( p Dichte d. Fliissigkeit, v Geschwindigkeit )

pet+ V(pxu)=0
U +(dv)u =0

Bessel’sche Differentialgleichung

x2y"+xy +(x*=-n?)y=0

Losung:
(x) = x™ Sl x>0
n ZO 22mn ) T(n+m+1)
m=

Fourierkoeffizienten

Komplexe Fourierreihe

u(x,t) = Z c, (t) e?mnx/T T Periode
n=—oo
T
cp(t) = T fu(x, t) e2mnx/T gy
0

Sinus & Cosinus

u(®) =%+ Z(Ancos(wnt) + B, sin(w, )

T T
t=z [feosto 0 de, B =2 [ f©sinn o) de
0 0

2nt A, +iB,
w'l’l:_' =

Green’sche Identitdten

1. Green’sche Identitat

f(ng+ VfVg)dxdy = ffDﬁg ds
D db

2. Green’sche Formel

[(rag-gar)auw
D

- f (F@) D g() — g(0) Dy f()) dwo(x)
dD

wobei D3 f(x) die Richtungsableitung vonfin x € dD in
Richtung d. n. aussen zeigenden Normeleneinheitsvektors

DGL 1. Ordnung
y'(x)+Px)*y(x) =Q(x)

> Y =z [u@ Qe dx , u) = elFW

Orthogonalitatsprinzip

7 1
J.sin(jns)sin( kns) ds = {E j=s

0 0 j #Fs

Leibniz - Regel

n

(f*g)(n)ZZ(Z)f(k)g(n—k)' (Z):#'_k).

k=0

Euler’'sche DGL

?R"(r)+7r*R'(r)— a?R(r) =0

- R(r)=C*r*+D=x*r¢

Laplace
F(t) F(s) F(t) F(s)
_ 1,—as
o(t) 1 H(t —a) <€
1 at 1
1 S e s—a
1 at 1
—= te 3
¢ 52 € (s—a)?
n n! nat n!
t gn+1 t"e (sffz)'l+L
a a
S1n ((l'f) Tm:r &.lnh (Gf) Tz_—ug'
cos (at —— cosh (at e
( ) s<+a= ( ) s —a
Verschiebung im Zeitbereich ft—tp) e~ Sto F(s)
Verschicbung im Bildbereich e 2t f(t) F(s+a)
f(t) sF(s) — f(0)
Ableitung im Zeitbereich (1) $2F(s) — sf(0) — f/(0)

cos(g— (p)=sin(<p)



12. Differenzialgleichungen Ana | & Il

Homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

y®W +ta, i y® D+ +ay+ay=0

1. Ansatz: v(x) = e* — charakteristisches Polynom

chp(A) = "+ ap_ A1+ .+ a1+ aqq
Die Nullstellen heissen Eigenwerte der DGL.
2. Fiir einen komplexen Eigenwert A = a + ib gilt:
Ya(x) = Aeto¥ + BeloX = ¢0%(4 x eib¥ 4 B x ¢ib¥)

3. Jeder m-fache Eigenwert fiihrt zu Fundamentallésungen

e/lox’ X elox Aox . m-1 elox

,x2%e X

Die allgemeine homogene Losung y;, (x) besteht aus der
Linearkombination aller Fundamentallésungen.

Inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

y® 4,y D+ L+ ay + oaygy = K(x)
1. Die allgemeine Losung besteht aus der Summer der
homogenen und der partikuldren Lésung:
Yailgemein = Yhomogen T Ypartikuiar
2. Fiur eine Storfunktion der Form
K(x) = q(x)eto* Grad(q) =1

und einen m-fachen Eigenwert A, , so ist die partikulare

Losung mit zu bestimmenen Koeffizenten 4,

Yy =(Ag+ Ay x+ ot Ay x7) 5 x™ x eho¥

K(x) =x",0m— facher EW - y, = (Ag+ A; x + ..+ A x7) xx™

1
K(x) = e™* A, KEINEW - y, = melo"

Separierbare Differenzialgleichung

dy
y'(x) = v fl) =g()

Falls y, eine NS von g(y) ist, so ist y(x) = y, eine Lésung.

1. Separation der Variabeln: Variabeln je auf eine Seite

gy TIOE

2. Beide Seiten integrieren

i) Allgemeine Losung:

fg@) ty= [ feax

ii) Anfangswertproblem y(x,) = y, :

y

[rsgor= [roe

Homogene Differentialgleichung 1. Ordnung

Y@ =fx)xy

Eine homogene DGL 1. Ordnung ist separierbar:

f%dy= log(y)+k=ff(x)dx=F(x)
y(x) =C* e"™

Inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung

1. Homogene Ldsung finden:
y(x) =C* ef® =CxY(x)
2. Variation der Konstante: C — C(x)
3. In urspriingliche Gleichung einsetzen und l6sen:
y'(x) = fx)y + K(x)
C')Y(x)+Cx)Y'(x) =C)f ()Y (x) + K(x)

DaY'(x) = f(x) *Y(x) (da homogene Lésung)

(K
C—fy()dxﬁC+Co

y(x) = (Cx) +Co) *Y(x)

Homogene Differentialgleichung

y' = f(xy) = f(x,2y)
1. Substituiere u := f , y=uxx,
sodass f nur noch von u abhangt -> f(u)
2.y nach x ableiten -> Separierbare DGL

y=usx+u=f()

3. u durch Separation der Variabeln x,u bestimmen und am

Ende y riicksubstituieren

du
ax=f(u)—u
1 _ 1
f—(u)—u du = o dx



13. Grundlagen Ana | & Il

Komplexe Zahlen

z=x+iy =7+ e'? =r(cosp +ising), z € C

r=x?+ y? , @ =arg(x,y)
Z = x — iy : konjugiert komplexe Zahl

—-Z

= Re{z}=%z_ , Yy = Im{z}—

lz| =Vz* z2= Jx2 + y2

el? = e~ L9

el? =cosg +ising ;

eiz + e—iz

cos(z) = Re{e'?} = 5
iz _ e—iz

sin(z) = Im{e'?} = T

Vektoren

Skalarprodukt: @= b = |a| |b| cos @

-

—bx d (senkrechtzuau. b)

Vektorprodukt: @ x b

|dx Bl = |a| |b| sin ¢ : Fliche des aufgesp. Parallelogramms

|x —al = \/(xl— a )’ + ...+ (x, — ay)?
Reihen

Geometrische Reihe: konvergiert mit |x| < 1

C 1
E xF=1+x+x*+...=
1-—x

k=0

Binominalreihe: fur|x| <1

[ee]

1+x)%= Z(Z)* xk

k=0
Exponentialreihe

Xp() = ) g o p=
k=0

e Exponentialfunk. wachst schneller als jede Potenz

e Logarithmus wachst langsamer als jede Potenz
© 1
e:= Z —= lim(1 +—)”
k=0 k! now

2k

cos(x) = Z}io(—l)k (;k)!

. [oe) x2k+1
sin(x) = zkzo(_l)k 2k + 1)!

[°) 2k o 2k+1

x _ B x
cosh(x) = Zk=0 —(Zk)!' sinh(x) = Zk:o TS

Differenzialrechnung

Ableitungsregeln

Summenregel

% (AfG)+ png()) = A% f'(x) + u*g'(x)
Produktregel

L (f) =90 = F )+ g@) + F() * g )

Quotientenregel

da <f(x)> _ 00 g@) - fD)* g’ ™)
g9(x) 9(x)?

Kettenregel

d — ! ’
— f(9)) = f(9) * '@

Umkehrsatz: Ableitung der Umkehrfunktion

, _ 1
9®) = mw)

Partielle Ableitungen: nach je einer Variabel

fog=f"

differenzieren, Rest als konstant betrachten

Bernoulli — de ’Hopital

Falls lim (fx) = lim g(x) = 0/ o

lim f) _ lim f'(x)
xo¢ gx) | x-f g'(X)

Taylor

Entwicklung bei x, , falls mindestens (n+1)-mal diff.bar

(F)
f()_zf G,

—x0)¥ + R, (x)

(x— x0)% + ...

= )+ ) e = xp) + Lo

Integration

Hauptsatz der Differenzialrechnung

b
f f()dt =F(b)—F(@) (ab €

y
d
= | rear=ro)



Eigenschaften des Integrals:

Vertauschen von Grenzen

b a
f f(x)dx = —ff(x)dx
a b
Additivitit
c b c
dx = d d
fa @) dx f FO) dx+ fb o

Integrationstechniken

Partielle Integration

fu(t) *v'(t)dt =u(t) *=v(t) — fu’(t) * v(t) dt

Trick: [log(x) = [1*log(x) = x *log(x) — ...
Substitution
Lol)=x- dx= ¢@'(t)dt

@(b)

b
[ o) w@ac= | 1o ax

o(a)
2.x:= @(t), dx:= @'(t) dt

)

b
[ reax- Fo(®) dt

o~ (@)

Partialbruchzerlegung -> siehe Verschiedenes

Mehrdimensionale

Integralrechnung

Variablensubstitution / Transformation

Integration in Zylinderkoordinaten:
dV =rdrdedz
Integration in Kugelkoordinaten:
AV = r*cos¥ dr do dd

Zylinderkoordinaten

{x=r*cos<p {rz [xZ + y?
g

y=rxsing ¢ = arg(x,y)

zZ=2z z=12z

Kugelkoordinaten

y=rx*cosdsing < ’
z =71 *sind

— [42 2 2
{x=r*cosﬁcos<p [ S

Mehrdimensionale

Differentialrechnung

Mehrdimensionale Kettenregel

9:1(t)
R > R, R-> R"*: g(t) = H
! ! IO 60

d
T flg@®)=V)H)g®)*g'®)

_df ) df ,
=10 (9@®)* gi@® + ..+ To. (9(®) * gn®

Differentiation unter dem Integral

d d
EL f(x,t)dxsz af(x,t)dx

b(t) b(t)

d _ d , ,
P f fQx,0) dx = J-Ef(x,t)dx = fa(®),0) xa’(®) + f(b(6), ) * b'()

a(t) a(t)

Vektoranalysis

Linienintegral: Zirkulation

Skalares Linienintegral (Lange ->f =1)

b
ff dlil = f F(FO) « 17Ol de
% a

Vektorielles Linienintegral

b
K di = f KG®) =7 dt

S—

fz?d;‘é: f(ggg) dfé:fpdx+Qdy
Y Y Y

Satz von Green

Sei B eine Flache in R? und dB der Rand von B

fpdx+Qdy= ff(i—f— Z_i) dux,y)
B

daB

Flachenberechnung

u(B)=f1du = fxdy= —fydx

B daB daB

Trick: dx =dx* L= 2 gt = x'(t) dt
dt — de

10



Satz von Stokes: Linienint. -> Flichenint.

Dreidimensionale Verallgemeinerung des Satzes von Green
-> Berechnung der Zirkulation im Rand Uber die Flache

f]?d§= frotl_(* ndw
ds 5

Divergenzsatz / Satz von Gauss: Fldche -> Volumen

. - 1 x1
= = ( )
Tangentialvektor: n = TS O

1 ist der nach aussen zeigende Normaleneinheitsvektor

Was am Rand rausfliesst, ist gleich dem im Innern Produzierten

[(Q)ras - [(G=5) me
(]

dan
f (div ) du(x,y)

Differentialoperatoren

(al f]
grad f A I o f I
| |
Lag fJ
’76')2 K3 — O3 1(4
rot A V x K !('-)3 K, — 0Kz !
L—h Kq — 09 KlJ
div K V.-K | 01K+ 02Ko + 93K3
div grad f Af D2f 4+ 2+ 02f

Af = V * Vf

Verschiedenes

Logarithmus

g = 1292
“ = Ib 7

logy (a)
Kreis / Kugel
Kreis: x2+y? =12

Umfang: 2mr Fliche: mr?
Kugel: xX>+y*+z2=1r?

4w
Fliche: 4w r? Volumen: = r3

Partialbruchzerlegung

1. Polynomdivision, so dass

F(x) =P(x)+ E ;

2. Nullstellen a4 , ..., a, von q(x) finden:

Reelle Nullstellen n-ter Ordnung:

4y Az An

Goa Goa? T G e

Paar komplexer Nullstellen n-ter Ordnung:

Bix + C; B,x + C,

(Einfache reelle NS: A = lim(x —a) * @) )
x—a q(x)
5. Integration:

= — *
(x— @) n—1 (x— q)"+

Bx +C 3 d [ (x— Re)? + Im?] 1
(x — Re)2 +1Im?2 cu* f x(x—Re)2+1m2 toex f(x—Re)2+1m2
x — Re
- 1. log((x — Re)? + Im?) ; 2. Subst:t = =

Eigenwertproblem

Lésen des charakteristischen Polynoms chp(A) :
det(A— A1,)=0

Bei einer Dreiecksmatrix sind die EW in der Diagonalen.

Eigenschaften der Fourier-Transformation

Grad(r) < Grad(q)

(= a)(x — @)

(x — ap)(x — ag) = (x — Re)? + Im?

4. Beide Seiten auf gemeinsamen Nenner ->
Koeffizientenvergleich

T — e - o

Eigenschaft f(x) f(w)
Linearitat Af(z) 4+ pg(z) )\f(w) + pg(w)
Ahnlichkeit flaz) a>0 Ic_lllf(%)
‘ f(l" _ (l) efaiw]é/'\(w)
Verschiebung
e“i‘l"f(:r,) f(w _ (L)
(n) (. Yy
Ableitung frie) ()" f ()
l'nf(l’) in]/c'\(n) (w)
Faltung f(x) * g(x) f(w) -G(w)

11



11. Tabellen

tan’x = 1 + tan®x
sin®x +cos?x =1
cosh? x —sinh?x =1

1
2 * cos(x)? = sin(x)? = Esin(Zx)2

Grad | Rad sing | cose | tane
0° 0 0 1 0
300 in 1 %?ﬁ %?
45° %Tr % % 1
60° %ﬂ § % V3
90° 1n 1 0
1200 27 || L2 | -1 | -3
1350 | 3 || 42 | 2| 1
150° | 2n 1] -3 | 3
180° m 0 -1 0

sin (o & 3) = sin«cos 3 £ cos asin 3
cos (o £ ) = cosacos 3 Fsinasin 3

tan v + tan 5
tan (o £ 3) :

~ 1lFtanatanf

Grenzwerte
lim a® =0 (la] < 1)
r— oo
lim {/a=1 (a € RT)
T— o0
lim r=1
r—r 00
.oa®
lim — =0 (a €R)
z—roo !
. a\zx a
lim (1 + —) = e (a €R)
@T—r OO T
. sin(ax)
lim ———~ =a (a €R)
xz—0 T
™
lim — =0 (n € N)
r—oo pT
Cooa® —1
lim —— =loga (a € RT)
z—0 T B
lim [z(logz)"] =0 (n € N)
r—roo+
. log )™ )
lim g =0=0 (n € N)
r— 00 T
Doppelwinkel-Funktionen
. 1
sin 2¢ = 2sin @ cos sin? g E{] —Ccosp)
ST DU 29 1.
cos 2 = cos® @ —sin“ ¢ cos 5 2{1 Cos )
2 Its o) ‘ ]. — COS ¢
tan 2¢ = & tanz 2 ﬂ
1 —tan? ¢ 2 1+cose
1 — cos2p = 2sin? ¢
1+ cos2p = 2 cos? @
+ —
sin(a) + sin(B) = 2 * sin <a ﬂ) * COS (a 3 ﬂ)

Reihenentwicklungen

log(l+z)=x—
(14+az)" =1+
sinz =x —

cosz =1—

arctanr = x — —

sinhax =z +

coshz =1+

artanhxr = = +

Summe der ersten n-Zahlen

k=1

Geometrische Reihe

T
Z;rk:IJr;r.Jr---
k=0

5ikzl+2+~-

ek =20
k=0 "
a2 = T
S
2 Pt E
(ev=3 ()
1 T+ = Z 1 r
k=0
3 e p2k+1
x x
e =Y
3! = (2k + 1)!
2 oo 2k
x x
4 =) (-1k
21 P (2F)!
3 > r2k+1
S =2 (=)F
3 P 2k +1
-3 . & g2kl
3! o 2R+ 1)!
2 © 2k
x x
T — Z
2! = (2k)!
23 . L g2kl
3 o 2k +1
n(n—+1)
+n=—"
2
N o 1— In+1
1—=x
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Ableitungen

Potenz- und Exponentialfunktionen Trigonometrische Funktionen Hyperbolische Funktionen
f(zx) f'(z) Bedingung I () f(x) f(x) f'(x)
" nxn—1 n € Zxo sin cos T sinh x cosh x
" nxn—1 neZeog, r#0 cos T —sinx cosh x sinh x
a na—1 - . 1 . 1
x ar aceR, >0 tan x e tanh a P e
log = 1 x>0 arcsin x 1 arsinh x S
g T s 1—x= m
e® e® arccos T L arcosh = —L
i 1—z2 Va2—1
a® a® - loga a>0 arctan x H‘lxg artanh x ég
Stammfunktionen
f(x) F(x) Bedingung flx) F(x)
" L _pm+t nez L log |=
- n+1 ] >0 z o=
™ ﬁr”"’l ne€le g, x#0 tanx — log | cos x|
e L_potl | geR a#—1,2>0 || tanl log (cosh )
T a3 T , , T > anh z og (cosh x
logr | zloge —a x>0 sin? z %(r —sinxrcosz)
ax 1 _ax 2, 1 N, .
e ~e a#0 cos“x | 5(z+sinzcosz)
xz a” < 2
a Toga a>0,a#1 tan“ x tanr —x
Standart-Substitutionen
Integral Substitution Ableitung Bemerkung
[ flx, 2+ 1)dx xr =tant der=tan?t+1dt t€Upey (br—F.kn+ %)
f flx, Vax +b)dx x = tgﬁ;b de = %tdf t>0
[ fle, v axZ +br +c)dr  w+ % =t de =dt t € R, quadratische Erginzung
I fle, Va? —a2)dx x = asint dr =acostdt 7% <t < % 1—sin?z =cos?x
f flx, v/ a2 + 1‘2) dz x =asinht dr = acoshtdt teR, 1+ sinh? z = cosh? x
[ flz, Va2 —a?)de x = acosht dz = asinhtdt t >0, cosh®z — 1 = sinh®
[ f(e®, sinhz, cosha)dr e =t dr = % dt t >0, sinhz = ng?l coshx = tg;trl
f f(sinz, cosz)dx tan % =t dr = %g dt 7% <t< g, sine= %5 cosr = ﬁ;

Ansdtze fir inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Storfunktion K (t) Spektralbedingung ‘ Ansatz fiir y,(x)

0 ¢ spec L Ao+ A1z +---+ Apz”

0 € spec L, m-fach Agx™ 4 Ajz™t 4.4 AT

bo+biz+ - +brx”, b; eR 0 ¢ spec L Ao+ Az +---+ Ax”

Aeroz

Moz Ng € C

Ao & spec L

Ap € spec L, m-fach

Agmeroz

cos (wx), sin(wz)

+iw ¢ spec L

Acos (wz) + Bsin (wz)

+iw € spec L, einfach

x(Acos (wr) + Bsin (wr))

—1 ¢ specL

(Ag+ Az + 4‘12‘1'2)87x
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