KompA Zusammenfassung

Andreas Biri, D-ITET 31.07.13

1. Komplexe Zahlen

z=x+iy =7+ e'? =r(cosp +ising), z € C

r=x?+ y% =|z|, ¢ =arg(x,y)

Z = x — iy : konjugiert komplexe Zahl

zZ—2Z
21

X = Re{z}=%z_ , y=Im{z}=

|zl =Vzx 2= {x*+ y2 ; |zw| = |z| * |w]|
z1+z,=72;1+ 7, s Z1¥Zy = 7k 7
—-ix

et* =cosx+isinx ; et*=¢

e*tY =e¥(cosy+isiny) ; |e?| = e*

cos(z) = Re{e'?} = #
_ piZ _ p-iz
sin(z) = Im{e'?} = T
e+ e ? e¥4 1
cosh(z) = > =z
e?— e % e?’” — 1
sinh(z) = 3 =5z

cos(z) = cosh(iz) ; cosh(z) = cos(iz)

sin(z) = i *sinh(—iz) ; sinh(z) = —i*sin(iz)

sin(x)? + cos(x)? = 1

cosh(x)? — sinh(x)? =1

Wourzel einer komplexen Zahl

Zh=(r* el? )t =7 x ol (9)

. @, 360°
> Nz = {r=« el(n+k* n)

regulares n-Eck auf dem Kreis mit Radius 3/7
Hauptwert: eindeutige Umkehrfunktion

LArg(z)

pv.NVz= Vr*e' " n

Logarithmus
log(z) =In(|z]) + i *arg(z) arg(z) € R
Funktionalgleichung: log(w * w") = log(w) + log(w")

Hauptwert des Logarithmus

Log(z) = In(|z|) + i x Arg(z) Arg(z) € [-m,m ]
a* ={w= e”":u €log(a)}

p.v. a? = ez*Log(a) ; eLog(z) =a

Topologie

Kreisscheibe B(zy,7v) ={z € C: |z—z,| <71}
Kreisring mit Zentrum z, : {z € C: 1, <|z— 29| <1, }
offen : falls alle Punkte innere Punkte sind, d.h. kein Rand

kompakt : geschlossen und beschrankt

Mobius-Transformationen

Translation T.: Verschiebung
z—>zZ+c
Drehstreckung S, um zZ:
Z-o>ax*z,

Inversion | : danach in Gegenrichtung!

1 1 )
Zo>—=—x g '¢
z |z|

M0dbius-Transformation

beliebige Komposition dieser Funktionen

a*xz+b

T2 = cxz+d

Linienintegral

b
f () dz = j F©) = ¥'© dt
y a

Parametrisierungen von Kurven

Strecke zwischen z; und z,

y(@®) =z, + (2, —z) *t ,
Kreis um z, mit Radius r
y(©) = z; +r*ett

Falls im Uhrzeigersinn: y(t) = z; +r e

a= |a|*et? € C

t €[0,1]

t €[0,2r]



2. Cauchy

Stetigkeit

Eine Funktion f heisst stetig in z0, falls

Jim £(2) = f(z0)
Fur alle zweidimensionalen Anndherungen!
Summe, Differenz u. Produkt sind ebenfalls stetig

Komplexe Ableitungen

Die Ableitung von f in z; ist

F(z) = lim f (@) = f(20)
o) = A L4

z—-Zg Z — Z

Falls f'(z,) € C, heisst f differenzierbar in z,

Analytische / Holomorphe Funktionen

F heisst analytisch / holomorph, falls

e injedem Punkt differenzierbar ( f'(z) existiert)
e die Ableitung eine stetige Funktion ist

ganze Funktion: f analytisch auf C

Linearitat: ;—x (f+g)=f+uxg

Produktregel: dd—x(f*g)=f'*g+f*g'
L) _ flra-frg'

. d
Quotientenregel: — ( >
g g

dx
Kettenregel: ad_x f(g(x)) =f"(g(x)*g'(x)

_ _ 1 ) — L
Umkehrsatz:  f,g = f"": g'(x) F1(g(x))

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

F(x +iy) =ulx,y) +ivix,y)
u=Re(f(2)) v=Im(f(2)
f(z) analytisch / holomorph, falls
Uy = Uy Uy = — Uy
fix + ify =0

Eine reelwertige Funktion ist nie analytisch!

u(x,y) harmonisch, falls Au = u,, + Uy, =0

f(2) analytisch - u & v harmonisch

Integralsatz von Cauchy

einfach zusammenhdngend: jede geschlossene Kurve in Q
enthadlt in ihrem Innern nur Punkte von Q

f(z) holomorph, y geschlossene Kurve um einfach
zusammenhangendes Gebiet:

frar=0 . [ro= [r@
Y Y1 Y2

Falls y;,V, selbe Start- und Endpunkte A,B
Dann existiert eine Stammfunktion F(z)
F: Q- C:F'(z) =f(2)

Und es gilt fur eine Kurve y von Anach B :

[ reydaz =r®) - Fe
Y

Integralformel von Cauchy

F(z) analytische Funktion, Q zusammenhangendes Gebiet

f(2)

Z_ZO
14

dz =2mi f(zp)

ol @
Fla)® = f ( dz
Y

7 — Zo)n+1

Im Gegenuhrzeigersinn positiv!

Mittelwerteigenschaft: Wert in z, = Mittelwert d. Kurve um z,

1 7 .
fe) =5 [ fatrretyar
0

Maximum / Minimum-Prinzip

Max
Az, € 0: |f(zy)| = Min If(z)] - f konstant

Satz von Liouville
AM>0: |f(z2)l] <M -  fkonstant

Ungleichung von Cauchy

lf@)| <M
Vz € dB(zy,1), B(zg,r)={z € C: |z—2zy| <r}

n!'« M

rTL

vn =21

[f™(z0)| <



3. Reihen

analytisch auf Kreisscheibe |z| < r

Taylorreihe

2 Fo
F= Y Ly

k!
k=0

Geometrische Reihe: konvergiert mit |§| <1

Xei

L=
1 _Z

Cc k=0
1 1
|z]| < a: 2* 2
a
-1 1
|z| > a: - * _—
z
Harmonische Reihe: s € Q
Z 1 {konvergiert , fallss>1
ks (divergiert , fallss <1
k=0
Vergleichskriterien
Quotientenkriterium
= lim |ak+1
q k— o ak
Z {konvergiert absolut , falls g<1
U\ divergiert , falls ¢>1
k=0
Wourzelkriterium
L:= lim 3/|al
n— oo
Z {konvergiert absolut , falls L<1
Y\ divergiert , falls L>1

=
1l

0

Potenzreihe

(oo}

Z Ck(Z - Zo)k = CO + Cl(Z - Zo) + Cz(Z - Zo)z + ..
k=0

f™(2) = k(k—1) - (k—n+1)* c(z—zy)™
kz Wz — 2z

Konvergenzradius: 0<p=ow
li li !
p = lim = lim
koo lagyy ] koo flg ]

c « (konvergiert absolut , falls |x| <p
2, o |

o divergiert , falls x| >p

Rand muss separat betrachtet werden: z = + ...

1
Stirling-Formel: n! = n(n+5) x e M\ 21

Exponentialreihe

exp(z) = ZF y p= @
k=0

=3 Lo ma+be
e = Zkzoa—ngrgx )

ZZk

2m)!

cos(z) = Z:o:o(—l)k

] o) sz+1
sin(z) = Zkzo(_l)k 2m + 1)!

o) sz o Z2k+1

cosh(z) = Zk:O ami Sn h(z) = Zk=0 @m+ 1!

Laurent-Reihen analytisch auf Kreisring a < |z — z,| < b

[ee)

f@= ) alz= )t

K= —0o0

1 f(z)dz

Cp = —— _—
; — , Vk+1
21l Jap(zy (z — zy)

Hauptteil: Y31 _o ci(z — zp)¥
Nebenteil: Y5, ci(z — z,)¥, entsprich analytischer F.

Isolierte Singularitdten: einzige Sing. In e-Umgebung

a) hebbar, falls
lim |f(2)] < o
Z-a

bzw. der Hauptteil gleich null ist

- — C_2=C_1:O
b) Polstelle n-ter Ordnung mit n Nullstellen im Nenner, falls
lim |f(2)| == lim|(z=2)" " f(2)| =
Z—-a Z—-a
lim |[(z — 2p)" f(2)| <
zZ—-a

bzw. der Hauptteil genau n Terme besitzt:

W= Cppg =Chq =0, c, =0
c) wesentliche Singularitit: Hauptteil ist unendlich lang

Nicht-isolierte Singularitat: zB. tan G),z — 00

Laurent-Reihe entwickeln

(Ableitung einer anderen Reihe, zB. Exponentialreihe?)

1. Terme (z — z,)™ stehen lassen, Rest
Partialbruchzerlegung

2. Aus PBZ geometrische Reihen bilden und summieren



4. Residuen

Residuensatz

$reydz=z2ni Y res(rlz) «n(y(©.z)
an

Z;EN

Residuenberechnung

Uber Laurentreihe

res(f | z; ) = Koeff. c_; der Laurentreihe um z,

1
2mi

res(f | Zj ) = ¢dB(Zo,T)f(Z) dZ

Fiir Polstellen
einfach : res(f |z ) = lim,, ,(z— z)f(2)

N-ter Ordnung :

— 1 1 d\"" n
resflz) = I e—gy(z) [@- w0 @)

Fir einfache Nullstelle

_ @ N N = p(2o)
@)= Loy NS vona() > res(flz) = 50

Uneigentliches Integral als Limes

jof(z) dt = 1!211_{2o ff(z)dz

Gauss-Integral : [°_ e ds = 1

Uneigentliche Integrale

Fir  f(2) =22, deg(p) < deg(q) -2

H* : obere Halbebene ; H~™ :untere Halbebene

©

Zm'Z res(flzi)+7riz res(f|z)
f(x)dxz . zeH* . zER
—2mi ZZEH_res(flzi) - Tmi ZZERTES(]CUL')

—o0

Fallsg(z) #0Vz € R: a #0: deg(p) < deg(q) — 1

=9

2mi Z res(f e'®* | z;) a=0
zeH*t

f(xX)el*dx = )
—2mi Z . res(f e*| z;) a <0
ZEH™

—o0

(o)

ff(x) cos(ax) = fRe{f(x)ezaxdx} _ {— é;rrllzg ))

—0o0

[oe)

[ reosinten = [ miseemany = { Rl

—00

Berechnung des Integrals auf dem Einheitskreis

Substitution z = e ,dz=izdt

21
_ =1 + -1 1
jF(sin(x),cos(x)): JF(Z Z , re >,—dz
2i 2 i1z
0 |z|=r

Berechnung Uber Residuensatz in Radius 1 um 0

= Fdz =2mi res(F, z)
aB(0,1) 2 €B(0,1)
7 1 F z—z v z42z71
= — %
iz 2i 2

5. Fourier & Laplace

Fourierreihen

Fir eine T-periodische Funktion f(t) = f(t + T)
. 2T
fO= ) et

a - 2 ) 2
= 7+ kZakcos(k T t)+ by sin(k T t)

1

To+T
1 . 2m
ck=7f f@®) e ™*Tt de
To
To+T
—Zf ¢ (kznt)dt k>0
ak_T f(t) cos T , >
To
To+T
b—zf t'(kznt)dt k=1
k=7 f@sin{k — , >
To

a,/2 : arithmetisches Mittel der Funktion

Umrechnung zwischen reeller und komplexer Reihe

a=2¢c ; ag=cr+t ey ;5  be=ilcr— cp)

ao ak_ibk

ap+ib, _

Ck

2 P kT T

Gerade Funktion: f(t) = f(—t)

T/2

4 2w
b, =0; aszf f®) cos(k?t>dt
0

Ungerade Funktion: f(t) = — f(—t)

T/2

4 . 2m
a,=0; bk:ff f® sm(k?t)dt
0



Fouriertransformation

Fo) = ff@e*“dt

Riicktransformation: f~*(w) = % f(—w)

1 .
ﬂﬂ=z;fﬂﬂ¢“%w

Existieren, falls f_wwlf(t)l < o bzw. f_woo|f(t)| < o

[oe] [oe)

J-e'tzdtz fe'(t‘”’)zdt

—00 — 00

Faltung

Falls f, g 2m — periodisch: h(w) = f(w) * §(w)

1 ™
(F O =5 [fOgc-Ddr
Sonst
(ﬂwXﬂ:j}ama-ﬂw
Laplace -

t
(ﬁwxo=j7@wga—ﬂm . gt-D=0=f(@)
0

Laplacetransformation f(t)=0t<0

F(t) = ff(t)e‘”dt t=0
0

Ricktransformation

o+ i

1
f@® =5 J F(t)eStds

g —jco

s= o0+ iw,o > 0y : Wachstumskoeffizient, |f(t)| < M * e

11. Tabellen

LT
i=V1l=e'2
tan’x = 1 + tan®x
sin®x +cos?x =1

cosh? x —sinh?x =1

cos(z) = cos(x) cosh(y) — isin(x) sinh(y)

sin(z) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

Grad | Rad sing | cosp | tang
0° 0 0 1 0
0no 1 1 V3 V3
30 67 2 T | 3
60° | ir || | 1 V3

90° | in 1 0
‘ (o] 2 \/E 1
o 3 V2 V2
[ e e
o 5 1 V3 V3
150 | g7 7 |~ | %
180° T 0 —1 0

Additionstheoreme

sin (e + ) = sina cos 8 + cos asin 3
cos (a £ ) = cosacos 3 F sin asin 3
tan o £+ tan 3
1 Ftanatan

tan (a £ ) =

Doppelter und halber Winkel

<

. , .9 1
sin2¢ = 2sin @ cos sin® = = —(1 — cosp)
2 2
= oo .2 2 1
cos2p = cos” p —sin“ @ cos® = = —(1 — cos )
2 2
2tane 5 ¢ 1 —cosp
tan2p = —t tan? L —v
1 —tan” ¢ 2 14 cosy

Umformung einer Summe in ein Produkt

o+ a—f
COS
2
a+p . a—p
sin
2 2
cosa+cosﬁz2cosa—;ﬁcosggﬁ

a+pf . a—-p

sin
2

sin o 4+ sin § = 2sin

sin o — sin 3 = 2 cos

cos @ — cos [ = —2sin

Umformung eines Produkts in eine Summe

2sin asin B = cos (o — 3) — cos (a + f3)
2cosacos B = cos(a— f3) + cos (a + 3)
2sinacos 8 = sin (a — 3) + sin (a + 3)



Reihenentwicklungen

>k
ef=1l+z+--- :Z!"
k:D .
x2 °° a
log(l+az)=2——+--+ = —1)k-1
g(1+x) 5 ;;( A
o ny ‘“_DO ny g
(1+ ) —l+(1)a+ Z(}G)r
k=0
.3 = 2k+1
a a
sine =2 — — +--- _Z(_l)k:%
3! = (2E+1)!
22 io: & 2k
cosr=1——+-- = (—=1)"—
21 bart (2F)!
3 o0 2k+1
arctans = o — — + Z( ) 1
k=0
- 23 o 2k+1
smhr =2+ — +-+ = EYRE
3! = (2 +1)!
2 o 2k
) T T
coshr =14 5 b =2 (o
k=0
3 20 2k+1
artanhr=or+ — +--- =
wrtann x r + 3 + ZQI\:—I—I
k=0
Summe der ersten n-Zahlen
n ;
n( 1
Zkzl—f—?—f—---—f—n _ n(n,:-l- )
k=1 2
Geometrische Reihe
i ko N L 1 — ;I’”+1
r=14+z+ - 4+73" = ———
= 1—u

Fourier-Korrespondenzen

Laplace- Korrespondenz

f(t) f(w) F(t) F(s) f(t) F(s)
2 —w?

—a m™ o — p .
© Va® ™ o(t) 1 H(t—a) | ZLeas
e—a| t| 2a L ] |

) aZ+w? 1 at
1 E € s—a
Eigenschaften der Fourier-Transformation t L tedt ﬁ
s s—a
. ~ n n! tneat n!
Eigenschaft I f(w) st (s—a)nt1
Linearitit Af(t) 4+ pg(t) )\f(w) + pg(w) sin (at) ?21—5 sinh (at) ZQi—GZ
X . . 1 Frw S
Ahnlichkeit flat) a>0 mf(g) cos (at) 5-:;;- cosh (at) - i@‘
f(t—a) o™ flw)
Verschiebung 4 ~ Eigenschaften der Laplace-Transformation
€4t (1) flw—a)
(n) AN 7 Eigenschaft f) F(s)
_ JU(t) (iw)™ f(w)
Ableltung N Linearitét AS(t) + png(t) AF(s) + pG(s)
t" f(t) in ) (w) Ahnlichkeit flat) a>0 1p(2)
Faltung f(t) x g(t) f/\(w) . /g\(w) Verschiebung im Zeitbereich f(t —to) e st F(s)
Verschiebung im Bildbereich et (1) F(s+a)
. 1t sF(s) — f(0)
Partialbruchzerlegung (PBZ) S
Ableitung im Zeitbereich (1) $2F(s) — sf(0) — /(0)
Reelle Nullstellen n-ter Ordnung: fo §F(s) = ZpZp FR (0)sn ko
A A A —tf(t) F'(s)
1 + 2 > + ...+ 7‘”” Ableitung im Bildbereich 21(t) F"(s)
(x—a) (- a) (x — ax)
()" f(t) F™)(s)
Paar komplexer Nullstellen n-ter Ordnung: Integration im Zeitbereich JE f(u) du 1F(s)
le + Cl N an + Cn Integration im Bildbereich %f(t) [ Fu)du
[(x — ak)(x — a—k)]n Faltung F(t)=g(t) F(s)-G(s)

(x—a)lx—a) 7

(x = a)(x — ar) = (x — Re)? + Im?

Periodische Funktion

F(t)y=f(+T)

H%ET fc?- f(t)e™*" dt




Ableitungen

Potenz- und Exponentialfunktionen Trigonometrische Funktionen Hyperbolische Funktionen
f(x) f(x) Bedingung f(x) /() f(x) fx)
™ nxn—l n € Zxg sin cos T sinh x cosh x
™ nan—1 n & ZLcp, r#0 COS T —sinx cosh x sinh x
a a—1 ~ - 1 . 1
T azx aceR, z2>0 tan x P tanh x P
log = 1 x>0 arcsin x L arsinh x L
og p s VI a2 ® 241
ATCCOS __ 1 sh - 1
e® e® arccos T i arcosh z =
1 1
a® a® - loga a >0 arctan x 1322 artanh « g1
Stammfunktionen
flx) F(z) Bedingung f(x) F(x) f(x) F(x)
™ n-lo—l antl n € Z>g é log || sin (wt) sin (wt) % - w
™ %H.r"*l neEZe o, x#0 tan x —log | cos x| sin (wt) cos (wt) 7':054(#
z® ail zatl a€R,a# -1, 2>0 tanh x log (cosh x) sin (wt) sin (nwt) neos (wt)sm(z‘?;)gisi])] (wt) cos (nwt)
logz | zlogr — x>0 sin?z | i(z —sinwcosz) || sin(wt)cos(nwt) | sin (wt) sin (’i"'(;);f?f (wt) cos (nawt)
ea® %e‘“ﬁ a0 cos? x %(r + sinx cos x) cos (wt) sin (nwt) sin (wt) sin ("w;zrf;zo; (wt) cos (nwt)
a® l;;a a>0a#1 tan? = tanx — x cos (wt) cos (nwt) sin (wt) cos (nf();i:;)s (wt) sin (nwt)
Standard-Substitutionen
Integral Substitution  Ableitung Bemerkung
[ f(z, 22 + 1)dz T = tant dr=tan?t+ 1dt t€ Upey (br— F . km+ §)
2
[ f(z, Vaxr +b)de z=1 ‘;b dr = %tdt t>0
[ flz, Var? +br +ec)dr  x+ % =t dr =dt t € R, quadratische Erginzung
x, (1‘ — =) dr r — asin dr = acostd —a <t < 5, — S‘ll’l‘ I = Ccos™ I
VaZ —x2)d t 1 tdt T<t<F 1 2 2

[z, Va2 +22)dz
[ flz, Va2 —a?)dz
[ F(e*, sinha, coshz)dz

[ f(sinz, cosz)dx

x — asinht

x = acosht

@

)
Il

o

tan £ =1t

dr = acoshtdt
dr = asinhtdt
dr = % dt

dr = %g dt

teR, 1+sinh?z = cosh?x
t >0, cosh?z — 1 = sinh? x

2 2
t2—1 o 241
3¢ coshw = =5

t >0, sinhx =

. 142
P - T % R e
<t < g,sImT = Tqe2r COST = T3

(~IE]




