Analysis Zusammenfassung

Andreas Biri, D-ITET 31.07.13

1. Grundlagen

AvB:,oder”; AAB:,und” ; = A:,nicht”
A U B :,vereint mit* ; A N B :,geschnitten mit“
# A = |A| : Anzahl Elemente (Machtigkeit, Kardinalitat)

la*b| = la|* |b|; la+b| < |a| + |b|
la—c| < la—b|+ |b—c|

Vollstandige Induktion

1. Induktionsverankerung: gilt fiir no = 0 oder 1
2. Induktionsannahme: Behauptung gelte

3. Induktionsschritt: auf beiden Seiten addieren und umformen
A(n) > A(n+1) vn € Non =n,

Komplexe Zahlen

z=x+iy =r+* e'? =r(cosp +ising), z € C

r=x2+ y%2 , @ =arg(x,y)
Z = x — iy : konjugiert komplexe Zahl

X = Re{z}=%z_ , y=Im{z}= Z;—lz_

lz| =Vz*x z= Jx2 + y?

e!? =cosp+ising ; e ?=e ¢

elZ + e—lZ

cos(z) = Re{e'?} = 5

iz —-iz
e

sin(z) = Im{e'?} = T

Wourzel einer komplexen Zahl

Zh=(r* el? )t =7 x ol (9)

. @, 360°
> Nz = {r=« el(n+k* n)

Vektoren

Skalarprodukt: d * b= |a| |b| cos ¢
Vektorprodukt: @xb = — b x @ (senkrecht zu a u. b)

|Elx E| = |al |b| sin ¢ : Flache des aufgesp. Parallelogramms

|[x —al = \/(xl— a;)®+ ...+ (x, — a,)?

[x — al

Vn

lx —all := max [x; — a;| -
i=1,.,n

2. Funktionen

Eigenschaften von Funktionen

Surjektiv: Es gibt flir jeden Wert in B einen Wert in A:
Vy EBax €eA:f(x) =y
Injektiv: jeder Punkt hat verschiedene Funktionswerte
VX, x, €EA,xp #F xp f(xg) # f(x2)
Bijektiv: fiir alle Punkte in B gibt es exakt einen Punkt in A
Vy eEBAlx EA:f(x) =y
Falls bijektiv: 3! Umkehrabbildung f™* : B > A

steigend: f(x;) < f(x;)
fallend: f(x;) = f(xy)’

Streng monoton : f(x;) < f(xy) bzw. f(x;) > f(xy)

monoton{ X < Xy

< llx—all £ |x—al

Intervalle

[a,b] :={a <x <b} abgeschlossen
la,b[ :={a <x < b} offen

Stetigkeit

Eine Funktion f: A — B heisst stetig in xo, falls es fiir jedes
€ > 0ein § > 0 gibt, sodass fiir alle Punkte in A:

Ix = x| < 8= |f(x) = fxo)l < ¢
Stiickweise stetig: ausserhalb einer NS stetig

Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C:

lx = %0l < 6 = [f(x) = f(x0)| = Clx = xo]

e Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig.

e Die Umkehrfunkt. einer stetigen Abb. ist stetig.

e Aus stetigen Funktionen gebildete rationale
Ausdriicke sind stetig, sofern definiert.

e Jede differenzierbare Funktion ist lokal lipschitz-
stetig.

Stetigkeitssitze: Sei f : [a, b] & R eine stetige Funktion

Zwischenwertsatz: Seia < b . fnimmt jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an (finde immer x, s.d. ...)

Nullstellensatz: f(a) und f(b) haben verschiedene
Vorzeichen. Dann besitzt fin [a,b] mindestens eine
Nullstelle.

Extremwertsatz: Da stetig, ist fin [a,b] beschrdankt und
besitzt ein absolutes Maximum und Minimum.



Grenzwerte

lirr%f(x)z n,fallsVe>035§>0:
xX—

x=¢&l< 8= Ifx)—nl<e

Sprungstelle: linker und rechter Limes existieren, sind aber
verschieden

lim f(x) =n, limg(ly) =20
x> & y-n
- lim g(f(x)) = limg(y) =6
x— & y-n

Asymptotisch gleich: lim,_, ,|f(t) —g()| =0

Vergleichskriterium: lim,_ ¢ f(x) = 0; |g(x)| < C f(x)

lin%g(x) =0, da f(x) konvergiert
xX—

3. Reihen

Die Reihe konvergiert, falls es einen Grenzwert £ gibt, s.d. :

Ve>03ky EN: VE> kot |x— &< €

Die Reihe Y;°_, a, konvergiert absolut, falls die
dazugehdrige Betragsreihe Y;-, lax| konvergiert.

Geometrische Reihe: konvergiert mit |x| < 1

[oe]

1
Zxk =1+x+x*+..=
1-x
k=0
Harmonische Reihe: s € Q
Zi {konvergiert , fallss>1
ks (divergiert , fallss <1
k=0

Alternierende Reihe: konvergiert fir ¢, > 0,lim,_ ¢, =0

[oe]

Z(—l)k k= Co— 1+ ¢ — ...

k=0

Binominalreihe: fur|x| <1

[oe]

(1+x)%= Z(Z)* xk

k=0

Vergleichskriterien

Majorantenkriterium

Fir zwei Reihen Yp_o ar , Dpeo bx gelte:  |ag| < byl

e Konvergiert ;o b, , so konvergiert ;7 a,
e Divergiert Y a, ,sodivergiert YL, by

Quotientenkriterium

= lim |ak+1
q k— oo ak
Z {konvergiert absolut , falls g<1
Y\ divergiert , falls ¢g>1
k=0
Wurzelkriterium
L:= lim /|a]
n—- oo
Z {konvergiert absolut , falls L<1
U\ divergiert , falls L>1
k=0
. 1 1
Konvergenzradius: p= p bzw. p = n

Potenzreihe

(oo}
Z agx® = ag+ ayxt + ax? + ...
k=0

k
1 . . X
ax = - : Exponentialreihe Z’c:;oﬁ

ax = 1 : Geometrische Reihe

Konvergenzradius: 0

IA
©
IA
8

1
im
e o0 1 laxl

p = lim
kool q

ia ok {konvergiertabsolut , falls |x| <p
k

i divergiert , falls x| >p

Exponentialreihe

exp(z) = ZF y p= @
k=0

e Exponentialfunk. wéachst schneller als jede Potenz
e Logarithmus wachst langsamer als jede Potenz

-—Zw L lim @+ on
e:= = lim ( n)

k=0 k' n— oo

o) 2k

cos(x) = Zk=o(_1)k 20!

) o) x2k+1
sin(x) = Zkzo(_l)k 2k + 1)!

2k o x2k+1

cosh(x) = Z sinh(x) = Zkzo 2k +1)!

k=0 (2k)!"



4. Differenzialrechnung

Eine Funktion f:1 — Aist an der Stelle x, € [
differenzierbar, falls folgender Grenzwert existiert:
fx+h)—f(x)

f1Goo) = i = =

Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

A-B

Landau-Symbol:  o: limto_,OT =0

fto+h) = f(to) + f'(t;) x h + o(h)

Ableitungsregeln

Summenregel
% (AF) + 1gt)) = A% f'(0) + prg'(x)
Produktregel
z%(ﬂ@*ggn=fT@*Mﬂ+f&MgT@

Quotientenregel

i(ﬂ@>=fuhg@»¢@hy@>
dx \g(x) 9()”

Kettenregel

d _ 14 14
- [(9@) =f'(9) * g'(x)

Umkehrsatz: Ableitung der Umkehrfunktion

— £-1. T = 1
fo=i g@= s

fO) —fx)

Partielle Ableitungen: nach je einer Variabel
differenzieren, Rest als konstant betrachten

Ableitung der Potenzreihe: p bleibt gleich

Kritische Punkte

[y | M) | ()
=0 <0 Lokales Max.
=0 >0 Lokales Min.
=0 =0 # 0 Sattelpunkt
=0 # 0 Wendepunkt

Extremalwerte auf [a,b]

1. kritische Punkte innerhalb | betrachten
2. Randpunkte a,b betrachten

Mittelwertsatz

1. Fir eine differenzierbare Funktion f: ]a,b[ - R

b) —
3t elabl fio="0"10
SatzvonRolle: f(a) = f(b) > f'(§) =0
2.f,g:]a,b[= R, g'(x) #0

') _ f)-f@
g'x) gb)—g(a)

Korollar: Sei |f'(x)] <M Vx €l

If(t2) = ftD] S M |t; — t4]

Bernoulli — de ’Hopital

Falls lim (fx) =limg(x) =0/
lim @ = lim _f’(x)
x=¢ gx)  x=¢ g'(x)
Taylor

Entwicklung bei x, , falls mindestens (n+1)-mal diff.bar

n

(k)
feo= Y I8 Gyt ry )
k=0
= )+ F GG — x) + L ()

Fehlerabschatzung: Man nehme 7t € [x, x]

f@ @)

(n+1)! G = xo)™

Rn(x) =

Konvergenzradius: fiirxy = 0 :

Zn OO wobei a, = £
k=0 k! k!

Lz -> Als Ableitung d. geom. Reihe

ODER: zB. — —

Newton-Verfahren

X, : Startpunkt, moglichst nahe bei Nullstelle §

X
Xn+1 = Xn — fr( n) ’ lim xp,.1 = ¢
f(xn) n-— oo

Bedingung:

e fhatinlgenau eine Nullstelle ¢
e fist entweder konkav oder konvex (kein Extremum)

3



5. Integration

Seien eine Funktion f: [a,b] - R, eine beliebige

Zerlegung Z von [a,b] in n Teilintervalle gegeben:
a=%x < % < X< .<x 1< x,=b
[a,b] = [xg, %1 ] U [x,x5] U .o Uxp_q, %, ]
& €[ xp1, %k ] Stutzstelle in Intervall

Durchmesser diam(B) := sup{ |x —y| | x,y € B}

Korn 6 (x) = maxy-q,_, diam(By)

Dann heisst f Riemann-integrierbar, falls der folgende

Grenzwert existiert ( Ax; = X, — Xp_q1 )

5(x) >

n
b
lim (> FC6)* bu = [ £00d
0
k=1 a
Jede stiickweise stetige Funktion ist integrierbar.

Hauptsatz der Differenzialrechnung

Stammfunktion: F(x) := f:f(t) dt + const.
b
ff(t)dt=F(b)—F(a) (a,b €1)

d

y
p j £ dx = £()

Mittelwertsatz der Integralrechnung

f:la,b] » R 3¢ €[a,b],s.d.

b
[roa=ro0-

Eigenschaften des Integrals:

Vertauschen von Grenzen

b a
f f(x)dx = —ff(x)dx
a b
Additivitat
c b c
dx = d d
fa £ d f £ dx + fb £G0) dx
Absolutbetrag

fa o) d] < f ool dx

Integrationstechniken

Partielle Integration

fu(t) *v'(t)dt =u(t) »v(t) — fu’(t) * p(t) dt

Trick: [log(x) = [1*log(x) = x *log(x) — ...
Substitution

L) =x—- dx= ¢@'(t)dt

b @(b)
f Flo®)* ¢'(®) dt = f f) dx
¢ o(a)
2.x:= @(t), dx:= @'(t) dt
) o 1(b)
j ) dx = Fo(®) dt
“ o~ 1(a)

Partialbruchzerlegung -> siehe Verschiedenes

Uneigentliche Integrale

f:B = R™: funbeschrankt, oder B unbeschrankt

Falls das folgende Integral V &;, &, > 0 definiert ist und

b-¢&

2
lim f f()dt
£1,8200

a+ &
existiert ( # + ), so heisst dieser Grenzwert

das uneigentliches Integral fabf(t) dt .

0 b

J 1 dt = i 1 dt
T+ TN 1y

0 0

1. f:[a, ») > Rstiickweise stetig, beschrankt

3C >0, to>maxf{a,0}: Vit =t
. c
i) a>1: |f(v)] St—a

so existiert das uneigentliche Integral faoof(t) dt

ii) f) =

¢

t

so divergiert das uneigentliche Integral / existiert nicht.

2.9 :(0,b] - Rstiickweise stetig auf [¢,b],e >0
3C>0,0 <ty <b: Vt<t,

) c

) B<1: gl <5

so existiert das uneigentliche Integral fobf(t) dt

i) g@®) = =

so divergiert das uneigentliche Integral / existiert nicht.



6. Differenzialgleichungen

Homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

y® t+a, ;y® DU+ L+ ay + ay=0

1. Ansatz: v(x) = e?* — charakteristisches Polynom

chp(A) = "+ ap_ A1+ .+ a1+ aqq
Die Nullstellen heissen Eigenwerte der DGL.
2. Fiir einen komplexen Eigenwert A = a + ib gilt:
Yo (x) = Ao 4 Belo¥ = % (A« eb* 4 B« ¢7ib¥)

3. Jeder m-fache Eigenwert fiihrt zu Fundamentallésungen

e/lox’ X elox Aox . m-1 elox

,x2%e X

Die allgemeine homogene Losung y;, (x) besteht aus der
Linearkombination aller Fundamentallésungen.

Inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

y® 4,y D+ L+ ay + oagy = K(x)
1. Die allgemeine Losung besteht aus der Summer der
homogenen und der partikularen Lésung:
yallgemein = yhomogen + ypartikulér
2. Fur eine Stérfunktion der Form

K(x) = q(x)eto* Grad(q) =r

und einen m-fachen Eigenwert 4, , so ist die partikulare

Losung mit zu bestimmenen Koeffizenten 4,

Vp=(Ag+ Ay x+ ot Ay x7) xx™ x eho¥

K(x) =x",0m— facher EW - y, = (Ag+ Ay x + ..+ A x") xx™

1
K(x) = e™* A, KEINEW - y, = melo"

Separierbare Differenzialgleichung

dy
y'(x) = v fl) =g()

Falls y, eine NS von g(y) ist, so ist y(x) = y, eine Lésung.

1. Separation der Variabeln: Variabeln je auf eine Seite

gy TIOE

2. Beide Seiten integrieren

i) Allgemeine Losung:

fg@) ty= [ feax

ii) Anfangswertproblem y(x,) = y, :

y

[rsgor= [roe

Homogene Differentialgleichung 1. Ordnung

Y@ =fx)xy

Eine homogene DGL 1. Ordnung ist separierbar:

f%dy= log(y)+k=ff(x)dx=F(x)
y(x) =C* e"™

Inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung

1. Homogene Losung finden:
y(x) =C* ef® = CxY(x)
2. Variation der Konstante: C — C(x)
3. In urspriingliche Gleichung einsetzen und l6sen:
y' () =f)y +K(x)

C')Y(x)+C)Y'(x) =C)f(x)Y(x) + K(x)

DaY'(x) = f(x) *Y(x) (da homogene L&sung)

N©)
C_fy() dx > C+ C,

y(x) = (Cx) +Co) * Y (x)

Homogene Differentialgleichung

y' =fxy) = f(x,Ay)
1. Substituiere u := f , y=uxx,

sodass f nur noch von u abhéngt -> f(u)
2.y nach x ableiten -> Separierbare DGL
yi=u'*x+u=f(u)

3. u durch Separation der Variabeln x,u bestimmen und am

Ende y ricksubstituieren

du _
ax—f(u)—u
! d —1d

ORTR



7. Mehrdimensionale

Integralrechnung

Dreidimensionale Berechnungen

Volumen
V() = [ 1ducxy.2)
K

Variable Massenverteilung

m(K) = fp(x,y,Z) du(x,y,z)
K

Schwerpunkt

X
. Sy _ 1 y
T\ =iy | P a2
Z K

Fur einen homogenen Korper ( p = konst.) gilt:
R 1 f o d
= — *
S=vmo ) T u(x,y,z)
K

Tragheitsmoment

Bezliglich der z-Achse gilt
0= fp(x,y,z)(xz +y?)dv
B

Falls Masse m bereits gegeben: 8 =m [(x% + y?) dV

Fiir einen rotationssymmetrischen Korper gilt

b1(2)

0= 21‘tff p(r,z) r3drdz
a o

Satz von Steiner ( fur parallele Achsen)

ez= el+m*d2

Variablensubstitution / Transformation

x : B > B bijektiv, stickweise stetig -> f(w) = f(x(u))

[rwax= [ fao 1) du
B B
J¢ : Funktionaldeterminante
Integration in Zylinderkoordinaten:
dV =rdrdedz
Integration in Kugelkoordinaten:
dV = r?cos¥ dr do d9

Zylinderkoordinaten

X=T%cCoSQ r= Jx2+y2
{yzr*sm(” < )¢ =arg(y)
z=2z z=1z

Kugelkoordinaten

r= Jx?+y?+2z?
@el0,2m]
9 e —T T

L 9oer5 2

y=rx*cosdsing <

{x=r*cosﬁcos<p
z =71 *sind

Rotationskorper

b 9(2)
f flx,y,z)dV =2m f f f(r*cosq,r*sing,z) rdrdz
B
0

a

b
Vol(B) == fg(z)2 dz

8. Mehrdimensionale

Differentialrechnung

Richtungsableitung und partielle Ableitung

f:i2- R, N c R"offen

Die Richtungsableitung von f an der Stelle X, € 2 in

Richtung des Einheitsvektors € — R™ ist der Grenzwert

fg +1tx &) —f(x)
t

(Dz ))() = lim

Wihlt man fir € (€] = 1) den Koordinateneinheitsvektor
e, , i =1,..,n,soerhilt man die partielle Ableitung von
f nach x; an der Stelle x :

d
() = (Do o) = (7 fa) 2

Gradient: zeigt in Richtung der starksten Steigung
-> Partiell ableiten nach x4, ..., x,

( £ o) |
(V) = (grad i) = |
7L @)

Totale Ableitung: Eine differenzierbare Funktion f lasst
sich wie folgt approximieren, wobei z, € 2

f(@) = f(20) + (V)(z0) * (z = 20) +0(|z = z)

d d
=f(z) + d_)]c: (Z0)(xy — xo1) + ot d_j:n (20) (xtn — Xon)

Tangente

X’(Px)>
T,y = , € Gerade
pY <y'(py) p Y

Tangentialebene: z = f(Xy) + (V ) (Xy) * (X — X;)



Mehrdimensionale Kettenregel

g1(®)
fiR"> R, g:R- R':g(t)= i

92.@)

d
= flg@®)=(VHg®)*g'®)
- % (9(0)* i)+ .+ % (9(®) = gh(®)

Differentiation unter dem Integral

d d
ELf(x,t)dx=L Ef(x,t)dx

b(t) b(t)
o (f) fG0) dx = (f) LD dx — f@0.0 @@ +FBO,0 KO
a(t a(t

Hesse-Matrix

Fiir eine zweimal diff.bare Funktion f gilt:

df daz f
a2 f d_xf dx,dx,
H()(z) = (m (Zo)> = 2 2 (z0)
v ij d* f d- f
dxydx,  dx?

Mehrdimensionale Taylor-Entwicklung

1
fGy+h) =fE)+ (Vf(E)) h+ 5 hT H(f)(%o) h + o(|h]?)
Taylor 1. Grades: Approximation durch Tangentialebene

f@E) = f(Zo) + V[ (%) * (¥ = %o)

Taylor 2. Grades mit 2 Variabeln: Ax =x —x, Ay =y — y,
JPfG) =f(Ey) + fi(R) Ax + fy (%) Ay

1 5 R 1 S
+E fxx(x()) Ax? + fxy(xo) AxAy + 5 fyy (x()) Ayz

Taylor 2. Grades mit n Variabeln:

J2 £ Go) = fo) + Vf(E) (5~ %)
1
+ 5 G- B HDGE) (G- %)

Kritische Punkte

Falls z, ein kritischer Punkt / lokales Extremum ist, gilt:

(VA(x) =0
Fiir die Eigenwerte A; der Hessematrix H (f) (%) gilt:

e VA;>0: - Lokales Minimum

o VA, <0: — Lokales Maximum
e JIA4,>0A34;,<0: - Sattelpunkt

3 1; =0 ->muss ndher betrachtet werden

Pos. definiert : Min ; Neg. definiert : Max ; indefinit : Sattelpunkt
Firn=2:f(x,y)

det H(f) = fxxfyy - fxzy f f
ﬂm=<“ ﬂ
tr H(f): fxx+ fyy fxy fyy
i fxxfyy - fxzy >0
o fuxt fyy >0 - Lok.Minimum
o fuxt fyy <0 - Lok.Maximum

® fxxfyy - fxzy <0 — Sattelpunkt

n-dimensionaler Bereich B

1. kritischen Punkte von fim Innernvon B — Vf= 0

2. ,bedingt kritische Punkte” von fim Innern jeder
Seitenflache (kritische Punkte nach Parametrisierung)

3. die Werte an den Ecken / Ridndern

-> finde globales Maximum und Minimum

Lagrange-Multiplikatoren

f:R™ = R: Suche kritische Punkte von f auf einer d-
dimensionalen Flache, gegeben durch r = n-d Gleichungen

Fl(xl, ...,xn) = 0
E(x4,.0,x,) =0

Dann missen die kritischen Punkte zusatzlich zu den
Nebenbedingungen folgende Gleichung erfiillen

Vi) = LVEE) + ..+ LVE(X)
Dies folgt aus der Lagrange’sche Pirinzipalfunktion

XD =fX)— M FEXE)— A,%..=0

Achtung: A nicht berechnen

=>» Lose das Gleichungssystem

do _df  _,
dx; dx;
do _df _,
dx, dx, =~

und setze in die Nebenbedingungen F,, ein



Satz liber implizite Funktionen

N c Rz,f:!)—> R
C:{(x,y) € R®|f(x,y) =0}

Fur (xo,v0) €C , Z—f](xo,yg) # 0 gibt es Intervalle I, I,

Cn(Lxl) ={(x,y(x))|x €}

Insbesondere existiert ein y(x) auf I, , s.d.:

Fx,y(0)) =0
, _ fx (x'Y(x))
Y= ey ®)

Allgemeiner Satz Uiber implizite Funktionen

fl(xlv R xn'xn+1! LR xn+m
f= : s SH{A) = = ) =0}

fm (xlv v Xy X1 o0 Xnym

dfi  df
d xpi1 d xXp41
y; existieren, falls: det i i =0
dfn  dfm
d Xpim d Xpim

Satz Uber Umkehrfunktionen

y=fx): C={(xIFlxy)=0=y—f(x)}
Wegen f,(xo) #0: 3umy, F(g),y) =y — f(g(y)

fr (%0, ¥0) _ 1
fy (x0,¥0)  f'(x0)

9' o) = —

Korollar : Niveaulinie

2o+ (x9, o) reguldrer Punkt: grad f(zy) #+ 0
f(z) = A

Niveaulinie f~(4) = {(x, V) |f(x,y) = A}

f~l(A)glatt, Vf(zy) steht senkrecht auf Tangente

Die Funktionalmatrix (Jakobi)

fl(xlﬂ:"!xn)
fiR" > R™: f(xq, ., %) = fx : ©)
[iﬁ . dﬂ]
d dx, dx, vV f,
Df(p) = [dic = : o (p) = 51
P e dfm V fn
dx, dx,

Die lineare Approximation von f bei xj ist:
- —>- d f - - —>
F@ = @)+ [Z4] * @ -%9) +00G -
P

Kettenregel

y: R"> R™,z: R™ > RS : (p(x)=z(y(x))

2l = & [
dx yp) Ldx
Funktionaldeterminante: singuldr / reguldr

J; () = det [%]p

f heisst regular, falls maximaler Rang
af : df

rang [—] = min(m,n) , det [—] =0
dx 1, dx|,

Satz (iber die Umkehrfunktion

Fur f: R® - R" regular gilt:

) -

9. Vektoranalysis

Gradientenfeld von f:

74 — (Pxy)) =
Kay) = (;&0) = (v NHx)
Singuldrer Punkt: Nullstelle des Vektorfelds

Feldlinie: Kurve, die in jedem Punkt parallel zu Vektorfeld

Lose das Diff.gl.system

d
- X(t) = B(*(@))

Q(x,y)
P(x,y)

y'(x) =

Potential des Vektorfelds: Seip, € 2,y ein Weg zw.py u.p

P
f(p)=fl(df=fl(df - K=Vf
Po Y

Konservatives Vektorfeld

Alle Gradientenfelder sind konservativ: K = Vf
Haben y,, y,dieselben Anfangs- und Endpunkte, so gilt

j R di = j R d = f(pnae) — f (Kscare)

Y1 Y2

Fiir eine geschlossene Kurve in Q gilt: 7€ Kdx=0
)4

Eine notwendige Bedingung, dass K konservativ:

dK _dis
dxj_dxi ot J

Ist Q einfach zusammenhdngend, gilt:

dQ dpP ( dQ dP ) 0 fir K k "
_— — [ — —_
o dy o o dy =0 fir onservativ

K konservativ « rot(K) =0



Linienintegral: Zirkulation

Skalares Linienintegral (Ldnge ->f=1)

b
ff dlil = f FUFO) * 17O dt
y a

Vektorielles Linienintegral

b
fz? dx = fz?(f(t)) *P'(t) dt
e P(x y) f
dx Pdx+0Qd
J Q(x y) *+Qay
Y
Flachenintegral: Fluss

Immer nur abhéngig von 2 Variablen, zB. r, ¢

X

'F)l= _>—_,|(T_')uva),

wobei 7 = |V
|7, x 7, z

Skalares Flachenintegral

[raa= [ sy fxil ducv)
S B

Flacheninhalt von S = dB

() = fl dow = flfuxm du(u, v)
B

Vektorielles Fldchenintegral:

j 5 daE = j 37 dw
B B
- f B(Rwv)) * @ x7) duu, )
B
do = = (%, x17,) du(u,v)

Satz von Green
Sei B eine Flache in R? und dB der Rand von B

fpdx+Qdy—ﬂ — = dﬂ(x'Y)

Flachenberechnung

‘LL(B)ZJ-ld‘u = J-xdyz —J-ydx
dB

B dB

Trick: dx =dx* L= % dt = x'(t) dt
dt dt

Satz von Stokes: Linienint. -> Fléichenint.

Dreidimensionale Verallgemeinerung des Satzes von Green
-> Berechnung der Zirkulation im Rand tiber die Flache

fl_()d§= frotl?* ndw
ds s

Flachenberechnung: rot K=1

1
=_ (0 -y 27
K=(x>oder (0) oder<1x>

N

Divergenzsatz / Satz von Gauss: Fliche -> Volumen

Tangentialvektor: 7 = ——— (x’)
x'()2+y" ()% \V’

M ist der nach aussen zeigende Normaleneinheitsvektor

Was am Rand rausfliesst, ist gleich dem im Innern Produzierten

[(Gae = [ e
0]

an

f (div ) du(x, y)
0

Arbeit d. VF: [<y@®), Vi) >

Differentialoperatoren

Vektorfeld —™2% & Vektorfeld
graadT idiv

Skalarfeld ——— Skalarfeld

div grad
o]
L
|92 |
I

grad f vf o f
|
|92 |
’7821’{3 — O3 KQ-‘
ot K | VxK ENSErY

\‘31 Ko — dg I\"]_J

div X V-K | 01K + 3Ks + 53K,

div grad f Af OFf+O3f+ 021

Af =V x Vf
Eigenschaften

rot grad f =0 divrot Kk =0

grad f =0 | f ist lokal konstant.

rot K =0 K ist wirbelfrei bzw.
lokal 3f mit grad f = K.

divik =0 K ist divergenzfrei bzw.
lokal 3L mit rot L = k.

Af=0 [ ist harmonisch.

Av,
rot(rotB)) = VxVx ¥ = grad(divv) — <2U2>
V3



10. Verschiedenes

Topologie

Innerer Punkt: Alle Punkte in e-Umgebungvona € A
mussen auch in A liegen.

Randpunkt: Jede noch so kleine Vollkugel muss A UND R \
{A} treffen. ACHTUNG: Muss nicht in A liegen!

6A : Menge aller Randpunkte, ,,Rand”
A : Abschlussvon A, =4 U 64

Falls 8A c A:abgeschlossen > A= A
SA¢ A: offen - A=A

Supremum und Infimum

Maximum:s €M, s 2 Vy €M - s=max(M)
Oben beschrénkt: 3 a € R:a >2xVx €M
Supremum: kleinste obere Schranke von M

Falls Supremum s € M, heisst s auch globales Maximum

Kompaktheit

Eine Menge heisst kompakt, falls sie abgeschlossen und
beschrankt ist. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] ist
kompakt.

Konvex und Konkav

f"(t) =0: konvex
f"(t) <0: konkav

Givens-Rotation
(cos a —sin a)
sina cosa

n!
k!(n—k)!

G+ (=) Q) = (N

Binominalkoeffizient: (Z) =

Pascal - Binome und Trinome:

n

(a+b)" = Z (:)u"—z\-m\.

k=0

(a+b)? = a® + 3a%b + 3ab® + b°

(a—b)* =a® — 3a%b + 3ab® — b°

a® — b2 = (a+ b)(a® — ab+ b?)

(a+b+c)? =a’®+ b+ + 2ab + 2ac + 2be

Gamma-Funktion

Interpoliert Fakultdtswerte

[oe]

r'(a) = Jt“‘le‘t dt , a>0
0

Fa+1)= axI'(a);

Logarithmus

loga(x) = logy (%)
¢ logp (a)
Kreis / Kugel
Kreis: x> +y?=r?
Umfang: 2w r Fliche: mr?
Kugel: x2+y?+ 22 =7r?

3

s
Flache: 4w r? Volumen: =5 T

Partialbruchzerlegung

1. Polynomdivision, so dass

F(x) =P(x) + E
2. Nullstellen a, , ..., a,, von q(x) finden:

Reelle Nullstellen n-ter Ordnung:

A A A
1 + 2 2+ n
(x—ap) (x— ap)

Paar komplexer Nullstellen n-ter Ordnung:

r'm+1)=n!', n€eN

le+ C1 an + Cn

% Grad(r) < Grad(q)

(x — a )"

(x = a)(x — @)

(x — ap)(x — az) = (x — Re)? + Im?

4. Beide Seiten auf gemeinsamen Nenner ->

Koeffizientenvergleich

( Einfache reelle NS: A = lim,_, ,(x — a) * Ul
q(x)
5. Integration:

f n 1 An
= - *
(x— a)" n—-1 (x— aq)

Bx+C dx[(x Re)? + Im?]
(x — Re)2 +1Im2 =ar f

- 1. log((x — Re)? + Im?) ; 2. Subst:t =

Eigenwertproblem

Losen des charakteristischen Polynoms chp(A) :

det(A— 11,) =0

+
(x — Re)? + Im? c2* f(x—Re

T — @ -

1

)2+ Im?

X — Re

Im

Bei einer Dreiecksmatrix sind die EW in der Diagonalen.
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11. Tabellen Grenzwerte Reihenentwicklungen
I 2 oc I‘k
tan'x = 1 +tanx lim a® =0 (la] < 1) e =1+xz+- - :Z?
r— 00 k=0
sin?x + cos?x =1 oo
lim {a=1 a €RT x? gk
2 C o x—}oo\/_ ( ) 10%(14‘1’):1’_?"_" :Z( 1)k 1?
cosh®x —sinh“x =1 ) 1
1 lim {r=1 -
2 * cos(x)? = sin(x)? = =sin(2x)? T )" — ™. = ™ Lk
(x)? * sin(x)? = 5 sin(2x) e 1+ ) _1+(1)I+ _kz_jo(k)r
lim — =0 (a €R) =
r—oo ! 3 i y p2k+1
Grad | Rad siny | cosy | tanw ) a\e smr=z——+- =) (—1)f——
i i i lim (1 + —) =e® (a € R) 3! =0 (2k +1)!
Ir—r0o0 T 9 on
0° 0 0 1 0 sin (ax) cosT=1— o = Z(_ 1)k 2L
lm]D =a (a € R) 21 (2k)!
T T
30° 1. 1 V3 V3 o ‘ 23 o2k
6 2 2 3 lim — = 0 (n € N} arctanz = = — 3 4 = g(—l) 1
450 1 V2 V2 1 e e -
5 il 5 5 _ x _ _ 3 oo 2k+1
lim = loga (a.ER+) smhr:i’—i—g—l-i-“' = oV
- 3’ 2 2 ' : (loo 1] — . 2 oo 2k
lim [z(logz)"] =0 (n € N) 7 x x
. 1 rz—oco+ cobha:lJrEﬂL“' :Z(Qk}]
90 ST 1 0 (log )™ k=0
lm ———=0=0 (n € N) 23 o 2k+1
— y Py arts o= R o —
120° %ﬂ. % _% —3 T— 0o a wtanhr = = + 3 + Sy
k=0
0 3 V2 V2
135 am 5 — 9 —1 Doppelwinkel-Funktionen Summe der ersten n-Zahlen
o 1
150° Sr 1 _3 _ V3 sin 2 = 2sin @ cos sin2 2 —(1 —cosyp) "
6 2 2 3 2 2 nn+1)
2 2 29 1 D k=1+42+tn= 5
3(0° cos 2 = cos” p — sin” « cos® — = —(1 —cosyp —
180 T 0 —1 0 ¥ ¥ P 5 2( ®) k=1
tan2¢ = 2tan ¢ tan? e L —cosy
sin (o & 3) = sinacos 3 £ cos asin 3 1 —tan® ¢ 2 l+cosy Geometrische Reihe
cos (o &= ) = cos avcos 3 F sin asin 3 , . -
tan « & tan 3 L~ cosdp = 2Zsin” D ;ia
tan (o £ 3) = : 1+ cos 2p = 2cos” @ k=0

I Ftanatan 3
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Ableitungen

Potenz- und Exponentialfunktionen Trigonometrische Funktionen Hyperbolische Funktionen
[(x) f'(x) Bedingung Ilz) f'(x) f(z) f'(x)
™ nan—l n € Zsg sin cosT sinh z cosh x
™ nan—l ne€Zqo, r#0 cosT —sinx cosh x sinh x
a ~a—1 - i 1 - 1
T az aeR, z>0 tan x P e tanh z s
log = 1 x>0 arcsin x B arsinh x R
g p- s Vi—z? N
e® e® arccos -1 arcosh S
e N i Vo1
T T | -~ . . 1 i . 1
a a® - loga a>0 arctan x Tya? artanh a g
Stammfunktionen
flx) F(x) Bedingung flx) F(x)
n 1 . n+l 1
r p— Hi n e ZED
™ ﬁr"ﬂq n€lc g, v#0 tanx —log | cos x|
z? ail zotl acR,a# -1, 2>0 tanh = log (cosh z)
logz | zloge —x x>0 sin? z %(r —sinxcosx)
T ée‘” a#0 cos? %(r +sinxzcos )
x= a” - 2
a Toga a>0,a#1 tan® x tanxr —x
Standart-Substitutionen
Integral Substitution Ableitung Bemerkung
[ flz, 22+ 1) da x = tant dr =tan?t+1dt t€ Urez (k7 — S km+ T)
[ fle, Vax +b)dx r = tga’b dr = %tdt t>0
f flx, Vaz? +bx +e)de  x+ % =t de =dt t € R, quadratische Erginzung
[ flx, Va2 —22) dz r =asint dr = acostdi - <t<§, 11— sin?x = cos® &
[ flz, Va? +a?)dx x = asinht dr = acoshtdt t €R, 1 +sinh?z = cosh? z
f flx, v 2 — a?) dz xr = acosht dr = asinh tdt t>0, cosh?r —1=sinh?x
f f(e®, sinh z, cosh x) dx et =1 dr = %df t >0, sinhx = t22; ,coshr = tﬁgl
. . b 42
[ f(sinz, cosx)da tan g =1 dr = %E dt -5 <t< g,sinz= %p_y cosT = iTif

Ansatze fiir inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Storfunktion K (t)

Spektralbedingung ‘

Ansatz fiir y, ()

0 ¢ spec L

Ao+ Az +---+ Apa”

0 € spec L, m-fach

Agz™ + Apa™tl 4 At

bo+bix+---+bra”, by €R

0 ¢ spec L

Ao+ A1z + -+ Ara”

Aoz Ap EC

Ao & spec L

Aeto®

Ao € spec L, m-fach

A;l‘me)‘ox

cos (wx), sin (wx)

+iw ¢ spec L

Acos (wz) + Bsin (wz)

+iw € spec L, einfach

T (A cos (wz) + Bsin (Lur))

—1 & spec L

(Ag + Ay + Agx2)e=®
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